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Используя результаты теоремы можно вы
числить оптимальный порог и оценить качество 
алгоритма для заданных параметров распреде
лений, которые выбираются исходя из конкрет
ной задачи.

Также, для экспоненциального распределе
ния и распределения Эрланга легко получить, 
если имеется в том необходимость, зависи
мость какого-либо параметра алгоритма от дру
гого (например Г от а )  при заданном качестве 
обнаружения без дополнительного имитацион
ного моделирования. Для чего можно исполь
зовать, например, Microsoft Excel, где реализо
ваны функции вычисления гамма-функции об
ратной к гамма-функции.
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В настоящей публикации обсуждаются воз
можности применения и основные принципы 
работы программы кластерного анализа, соз
данной на базе компьютерной технической сис
темы Mathematica и MS Excel. Математические 
алгоритмы, положенные в основу программы, в 
республике реализованы впервые. Описывае
мая программа не имеет аналогов ни в одном из 
известных коммерческих статистических 
пакетов.

Большинство объектов, изучаемых в соци
альных и экономических науках, может быть 
охарактеризовано кибернетическим понятием 
«сложная система». Одна из трудностей иссле
дований в этих областях состоит в том, что 
почти не существует объектов, которые можно 
было бы рассматривать как отдельные (внесис
темные) элементы. Так, экономика объединяет 
огромное число элементов, отличается много
образием внутренних связей и связей с другими 
системами (природной средой, экономической
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деятельностью других субъектов, социальными 
отношениями и т.д.). В промышленности и 
сельском хозяйстве взаимодействуют природ
ные, технологические, социальные процессы, 
объективные и субъективные факторы.

Одними из наиболее важных и перспектив
ных в сфере экономики стали методы много
мерной классификации, в частности методы 
кластерного анализа [1]. Это эффективное 
средство статистической обработки данных, 
позволяющее решать следующие задачи:
• изучение структуры совокупности с целью 

выделения группы объектов, схожих между 
собой по нескольким признакам;

• проверка выдвигаемых предположений о 
наличии структуры в изучаемой совокупно
сти, а также построение новых классифика
ций;

• выявление групп схожих ситуаций, в кото
рых может приниматься одно и то же реше
ние;

• сопоставление ситуации принятия решения 
с ранее встречавшимися ситуациями.
В многомерном анализе образовались само

стоятельные разделы, которые, однако, не изо
лированы, а проникают и переходят из одного в 
другой. Это кластерный анализ, таксономия, 
распознавание образов, метод главных компо
нент, факторный анализ. Наиболее ярко отра
жает черты многомерного анализа в классифи
кации объектов кластерный анализ, а в иссле
довании связей -  факторный анализ. В кластер
ном анализе группировочные признаки подвер
гаются объединению с помощью некоторой 
метрики -  евклидова расстояния или иной. Ча
ще всего в кластерном анализе используются 
такие меры расстояния между объектами: евк
лидово расстояние, взвешенное евклидово рас
стояние, расстояние city-block, расстояние 
Минковского, расстояние Махаланобиса.

В упомянутой выше программе использован 
иной подход к объединению группировочных 
признаков. Он основан на интерпретации при
знаков, описывающих исследуемый объект, как 
статистической выборки. В этом случае объект 
погружается в бесконечномерное пространство 
функций распределения. Сами функции рас
пределения строятся следующим образом. По 
статистической выборке восстанавливается 
плотность распределения, затем функция рас
пределения ставится в соответствие наблюдае
мому объекту. После этого для сравнения объ
ектов можно использовать то или иное рас
стояние между функциями. Алгоритм про
граммы использует метрику Колмогорова —

Смирнова, т.е. максимальное значение модуля 
разности (с точностью до постоянного множи
теля, о котором будет сказано ниже) функций 
распределения.

Приведем характерные графики плотности 
распределения и соответствующей функции 
распределения для объектов экономической 
природы.

Рисунок 1. График плотности распределения

Рисунок 2. График функции распределения

В данной работе не обсуждаются преимуще
ства использования той или иной метрики, по
скольку это задача для экспертов предметной 
области. Тем не менее, представляется, что вы
бор бесконечномерного пространства для ис
следования свойств объектов, является пре
имуществом метрики Колмогорова — Смирно
ва перед евклидовой метрикой, поскольку в 
этом случае количество получаемых характери
стик объектов существенно больше. Имеется и 
еще одно значительное отличие расстояния 
Колмогорова — Смирнова от евклидова. В тео
рии вероятностей доказывается существование 
так называемого предельного распределения 
Колмогорова, которое позволяет проверить ги
потезу о совпадении двух объектов с заданным
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уровнем значимости и определить вероятность 
того, что расстояние между объектами найдено 
правильно. Ниже при рассмотрении примеров 
мы не останавливаемся на проверке гипотез. 
Заинтересованный читатель может найти под
робное изложение техники проверки указанной 
выше гипотезы в [2 ].

К особенностям использованного алгоритма 
можно также отнести и то, что само количество 
измеряемых признаков у сравниваемых объек
тов может быть различным.

В качестве первой иллюстрации возможно
стей предложенного алгоритма рассмотрим 
пример.

Предположим, что нам даны шесть объек
тов, характеризующихся следующим набором 
числовых признаков.

Объект 1: {4.39, 3.6714, 1.50311, 3.98583, 
1.98281, 5.96176, 2.74316, 6.02542, 3.68021, 
4.63527}

Объект 2: {-1.61102, -1.05754, 0.612499, 
-1.29972, 0.243031, -2.8216, -0.342599, - 
2.87063, -1.06433, -1.79992}

Объект 3: {-5.21148, -3.89478, 0.0781538, 
-4.47092, -0.800791, -8.0914, -2.19398, - 
8.20804, -3.91094,-5.66088}

Объект 4: {-3.10114, -2.23179, 0.39135, 
-2.61218, -0.188974, -5.00261, -1.10883, - 
5.07962, -2.24245,-3.39785}

Объект 5: {2.77977, 2.4025, 1.26414, 
2.56758, 1.51598, 3.60496, 1.91517, 3.63838, 
2.40713, 2.90854}

Объект 6: {7.02437, 5.74734, 1.89408, 
6.30612, 2.74654, 9.81753, 4.09776, 9.93066, 
5.763, 7.46023}

Вычисляем расстояние между предложен
ными объектами по следующему алгоритму.
1. Нормируем исходные данные, т. е.

(iобъектi , объект , ) =

объект у-= где среднее

арифметическое числовых признаков /-го 
объекта, а — дисперсия.
2. Рассчитываем матрицу расстояний, ис

пользуя метрику Колмогорова — Смирнова 
между функциями распределения выборочных 
векторов (объекту, объект2 , объект3 , 
объект4 , объект5 , объектg ), т. е. расстояние

ntj -тJ
I /»,• + m j

max I Fj (x) -  F j  (x) |
X

(1»

где длина выборки m, — количество призна
ков z-ro объекта, F, (х) — функция распределе
ния, построенная по выборке признаков 7-го 
объекта (например, Рис. 2).

Получаем следующие результаты.

d(l, 3 )=  0.03382155002031068
d(l, 5 )=  2.482534153247273Е-16
d(l, 6 )=  7.447602459741819Е-16
d(2 , 3 )=  7.447602459741819E-16
d(3, 1)= 0.03382155002031068
d(3, 2)=  7.447602459741819E-16
d(3, 4) = 2.482534153247273E-16
d(4, 3)=  2.482534153247273E-16
d(5, 1) = 2.482534153247273E-16
d(6 , 1)= 7.447602459741819E-16

Интерпретировать полученные результаты

Рисунок 3. Граф

удобно с помощью графа (Рис.З), вершинами 
которого являются рассматриваемые объекты, а 
длинами ребер — вычисленные расстояния.

Самым длинным ребром графа является 
ребро (3; 1). Удаляя это ребро, получаем «гру
бую» классификацию исследуемых объектов: в 
одну группу попадают объекты с номерами 1 ,
6 , 5, а в другую — 2, 3, 4.

Процедура кластеризации этих же данных, 
реализованная в известном пакете Statistica 
приводит к иному результату:
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Объекты

1

2
3
4
5
6

Принадлежность
кластеру

1

1

1

2
2
2

Расстояние до 
центра кластера 

1,000 
0,000 
1,000 
1,000 
0,000 
1,000

Рассмотрим пример из области экономики.
Предположим, что перед некоторой фирмой, 

для определения перспективных направлений 
инвестирования, стоит задача отбора группы 
стран с устойчивым экономическим положени
ем и достаточно высоким уровнем развития.

Для решения этой задачи выделена совокуп
ность из 17 стран, по каждой из которых име
ются статистические данные по пяти призна
кам: Х \  — валовой внутренний продукт, в рас
чете на душу населения (дол. США); X 2 — 
среднемесячный уровень заработной платы 
(дол. США); Х 3 — среднегодовой индекс 
потребительских цен (%);Х 4 — уровень 
безработицы (в % к активному населению);
— размер инвестиций в расчете на душу 
населения (дол. США):

*1 Х 2 Х 3 х 4 ^ 5
Г ермания 28870 2521,0 116,5 8,8 4167,5
Бельгия 26440 2233,6 111,6 9,7 3652,6
Дания 32100 3066,2 109,9 6,9 3496,8
Финляндия 23240 2251,1 108,0 15,4 2829,3
Франция 26270 1695,3 110,0 12,4 3282,2
Греция 11460 914,7 173,2 9,4 2606,2
Великобритания 19600 2026,9 114,4 8,2 2876,6
Ирландия 17110 1944,0 111,5 11,6 3251,6
Италия 19880 1649,0 124,6 12,0 3225,9
Люксембург 45360 2597,8 112,8 3,3 6250,0
Нидерланды 25940 2189,2 113,2 6,3 3812,5
Австрия 28110 2058,7 115,6 4,3 4862,9
Португалия 10160 545,6 131,1 7,3 2900,9
Швеция 25710 2930,3 112,7 10,0 2590,2
Испания 14350 1443,0 125,7 22,1 2844,4
США 28020 2484,4 115,2 5,4 4650,0
Япония 40940 3686,6 103,7 3,4 6476,0

По данным за 1996г., 
desamt, Wiesbaden 1998

источник: Statistisches Jahrbuch 1998 fur das Ausland.- Statistisches Bun-

Группировка стран, одновременно по не
скольким признакам, в нашем случае -  пяти, 
возможна только с применением многомерных 
статистических методов. Обработку исходных 
данных произведем так же, как и в первом 
примере.

Используя метрику расстояния (1) получим 
матрицу расстояний 17x17, в которой содер
жатся оценки попарных сравнений стран. Так 
как полная матрица расстояний — большого 
размера, воспроизведем ее отдельный фрагмент 
(Табл. 1):

Таблица 1. Фрагмент матрицы расстояний, 
исчисленной с использованием метрики 
Колмогорова — Смирнова

Гермния Бельгия Дания Финляндия Франция Греция
Германия 0 0,000474 0,001673 0,001055 0,001669 0,005711
Бельгия 0,000474 0 0,001199 0,000582 0,001195 0,006185
Дания 0,001673 0,001199 0 0,000618 0,000261 0,007383
Финляндия 0,001055 0,000582 0,000618 0 0,000619 0,006767
Франция 0,001669 0,001195 0,000261 0,000619 0 0,007376
Греция 0,005711 0,006185 0,007383 0,006767 0,007376 0
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На основе полученной матрицы расстояний 
методом иерархического кластер-анализа с ис
пользованием А'-расстояния (по Колмогорову) 
при т = 1 :

1

1j n l n m X i e S l X Je S i

получим дендрограмму, демонстрирующую 
взаимосвязи стран и расстояния между ними в 
пяти-признаковом пространстве:

0)
о
ш
сии
0

Й
cd cd

а
CD GO 
М

м
и
rd

I
cd
Q

си
о
й
гби
t-4

е
й*н

Й
И Й О)
й оз тз

rQ н
б Й
(D -Н
X Еч 
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L_J
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э00

fd <1 CQ 
■н GO о
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со
й
с

>1

cd
-Р fd н  ^

й (d
Рч 2  

йм
CD
о

Дендрограмма позволяет легко выделить четыре группы стран:

>1 ТЗ гЧ 
й й <d 

(d

I группа II группа III группа

м
CD
гЙ
-Р(1)

0113307
00462015
00204104
00202286
00112981
000747404
000740153
000588085
00051134
000431461
000372639
000365716
000261429
000223868
000123868
0000885075

Й
•Ри
о
Рц

IV группа

Бельгия
Дания
Финляндия
Франция
Швеция
Люксембург

В еликобритания
Япония
Австрия
США
Италия
Германия
Нидерланды

Рреция 
Ирландия 
Испания „

Португалия

Состав групп, даже в простом перечневом 
виде, позволяет видеть их однородность по 
уровню экономического развития. Португалия 
занимает особое место, имея специфические 
значения характерных признаков.

Построим аналитическую таблицу, где све
дем среднегрупповые признаковые данные по 
каждой из четырех подсовокупностей стран 
(Табл. 2 .):

Таблица 2. Многомерная группировка стран с ис
пользованием метрики Колмогорова — Смирнова

Средне групповые значения признаков (Xi7)

Кластер Кол-во
стран

ВВП в расчете 
надушу 

заселения, дол. 
США

Среднеме
сячная зара

ботная плата, 
дол. США

Индекс по
требительских 

цен, %

Уровень 
безработи

цы, %

Инвестиции 
в расчете на 

душу населе- 
шя, дол. США

I 6 29853,3 2462,4 1 1 0 ,8 9,6 3683,5
II 7 27337,1 2373,7 114,7 6,9 4295,9
III 3 14306,7 1433,9 136,8 14,4 2900,7
IV 1 10160,0 545,6 131Д 7,3 2900,9
В среднем по со

вокупности стран 17 24915,3 2131,6 118,2 9,2 3751,5
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Обобщенные данные, приведенные в 
Табл. 2, подтверждают ранее сделанные теоре
тические предположения, о разделении стран 
на четыре группы. При этом две первые группы 
стран имеют близкие характеристики и при 
снижении порогового уровня кластеризации, в 
данном случае выбираемого исследователем, 
они могли бы быть объединены.

В то же время, полученное распределение 
показывает, что различия среди стран первой и 
второй группы все-таки имеются. Во второй 
группе, очевидно более низкий средний уро
вень безработицы и более высокий поток инве
стиций в расчете на душу населения. Следует 
полагать, что страны этой группы в большей 
мере нацелены на динамичное развитие в бу
дущем.

Страны первой и второй групп, в свою оче
редь, существенно отличаются от стран третьей 
и четвертой групп. Страны, стоящие на низшей 
ступени иерархии (третьей и четвертой группы) 
по своим характеристикам примерно в два раза 
уступают передовым странам. При этом Порту
галия выделяется особенно низкими уровнями 
ВВП в расчете на душу населения и среднеме
сячной оплаты труда.

Таким образом, при принятии управляющих 
решений следует учитывать, что инвестиции в 
странах с динамично развивающейся экономи
кой (первой и второй группы) могут встретить 
конкурирующие инвестиционные потоки, но 
здесь приложение капитала будет наиболее эф

фективным и перспективным, в том числе и 
сточки зрения его приложения. Более того, ста
бильная экономическая обстановка в этих стра
нах является своеобразным гарантом сохранения 
в определенном периоде времени благоприятных 
условий для использования инвестиций.

Инвестиции, направленные в страны с более 
низким уровнем экономического развития 
(третьей и четвертой групп), будут использо
ваться в менее благоприятной экономической 
среде. Во-первых, здесь, при более высоких 
уровнях инфляции, они подвергаются повы
шенному риску обесценивания. Во-вторых, по
тенциально их уровень доходности будет ниже 
из-за более низкой производительности труда и 
относительно более низкого выхода ВВП. На
конец, в-третьих, низкие уровни оплаты труда и 
высокий уровень безработицы могут привести 
к недовольству некоторой части населения, за
бастовкам и т. п., обусловливая тем самым дес
табилизацию экономического положения.

Заметим что, результаты кластеризации 
основанные на предложенном подходе 
существенно отличаются от результатов, 
полученных традиционными методами. Так 
были проведены опытные расчеты с 
использованием метрики Евклида,
реализованные в пакете Statistica. 
Сравнительный анализ полученных резуль
татов предоставляется читателю.

Tree Diagram for 17 Cases 
Unweighted pair-group centroid 
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I группа II группа Ш группа IV группа

Люксембург
Япония

Австрия
Бельгия
Германия
Дания
Нидерланды
США
Финляндия
Франция
Швеция

Великобритания
Ирландия
Италия

Греция
Испания
Португалия

Таблица 3. Многомерная группировка стран 
с использование тривиальной метрики "евклидова 
расстояния"

Среднегрупповые значения признаков (Arz/)

Кластер
Кол-во
стран

ВВП в расчете 
надушу 

населения, дол. 
США

Среднеме
сячная 

заработная 
плата, дол. 

США

Индекс потре
бительских 

цен, %

Уровень 
безработи

цы, %

Инвестиции в 
расчете на душу 
населения, дол. 

США

I 2 43150,0 3142,2 108,3 3,4 6363,0
II 9 27188,9 2381,1 112,5 8,8 3704,9
III 3 18863,3 1873,3 116,8 10,6 3118,0
IV 3 11990,0 967,8 143,3 12,9 2783,8

В среднем по 
совокупности стран

17 24915,3 2131,6 118,2 9,2 3751,5

Как видно по данным Табл. 3, использова
ние тривиального подхода в оценке расстояний 
между наблюдаемыми объектами, приводи в 
конечном счете к появлению искажающих эф
фектов. В данном случае Португалия, по своим 
признаковым характеристикам значительно 
удаленная от основной совокупности стран, 
вошла в группу, объединяющую Грецию и Ис
панию, хотя две последние страны имеют зна
чения признаков отличающиеся более чем в 2 - 
2,5 раза. Великобритания объединена в одной 
группе с Ирландией и Италией, также имею
щими более чем двукратные отклонения при
знаковых значений и т.д. Подобные группиров

ки часто ставят исследователя перед проблемой 
идентификации образа и решения задачи по 
устранению "конфликта" между формальными 
аналитическими результатами и логикой.
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