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ÓÄÊ 330.4
E. Aksen

BSEU (Minsk)

ESTIMATION OF FINANCIAL DERIVATIVES’ VALUE
WITH THE USE OF STOCHASTIC DIFFERENTIAL EQUATION

FOR THE SHORT-TERM RISK-FREE YIELD

The paper presents a methodology for estimating the market value of financial derivatives by means of the
replicating portfolio for the case when the dynamics of the short-term risk-free yield is described with the use of
the Wiener processes utilized for the dynamics of basic assets’ prices. A formula for the market value of deriva-
tive financial assets has been derived as well as a system of stochastic differential equations for the basic as-
sets and the short-term risk-free yield with the use of the risk-neutral probability measure.

Keywords: financial derivative; dynamics; stochastic differential equation; yield; replicating portfolio; in-
vestment strategy; mathematical expectation; random process; Wiener process; cash flow; martingale.
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Ý. Ì. Àêñåíü
äîêòîð ýêîíîìè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò

ÁÃÝÓ (Ìèíñê)

ÎÖÅÍÊÀ ÑÒÎÈÌÎÑÒÈ ÔÈÍÀÍÑÎÂÛÕ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ
Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
ÄËß ÊÐÀÒÊÎÑÐÎ×ÍÎÉ ÁÅÇÐÈÑÊÎÂÎÉ ÄÎÕÎÄÍÎÑÒÈ

Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíà ìåòîäèêà îöåíèâàíèÿ ðûíî÷íîé ñòîèìîñòè ôèíàíñîâûõ ïðîèçâîäíûõ
ñ èñïîëüçîâàíèåì äóáëèðóþùåãî ïîðòôåëÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà äèíàìèêà êðàòêîñðî÷íîé áåçðèñêîâîé
äîõîäíîñòè îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ, íà îñíîâå êîòîðûõ çàäàíà äèíàìèêà
öåí áàçîâûõ àêòèâîâ. Ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ ðûíî÷íîé ñòîèìîñòè ïðîèçâîäíûõ ôèíàíñîâûõ àêòè-
âîâ è ñèñòåìà ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ áàçîâûõ àêòèâîâ è êðàòêîñðî÷-
íîé áåçðèñêîâîé äîõîäíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì íåéòðàëüíîé ê ðèñêó âåðîÿòíîñòíîé ìåðû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôèíàíñîâàÿ ïðîèçâîäíàÿ; äèíàìèêà; ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå; äîõîäíîñòü; äóáëèðóþùèé ïîðòôåëü; èíâåñòèöèîííàÿ ñòðàòåãèÿ; ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå; ñëó÷àéíûé ïðîöåññ; âèíåðîâñêèé ïðîöåññ; äåíåæíûé ïîòîê; ìàðòèíãàë.

Îöåíêà ðûíî÷íîé ñòîèìîñòè ôèíàíñîâûõ ïðîèçâîäíûõ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ

çàäà÷ ôèíàíñîâîãî àíàëèçà. Ñòàíäàðòíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â

ïîñòðîåíèè äóáëèðóþùåé èíâåñòèöèîííîé ñòðàòåãèè, ñîñòîÿùåé â ïðèîáðåòåíèè è ïðî-

äàæå áàçîâûõ è áåçðèñêîâîãî àêòèâîâ è ãåíåðèðóþùåé òàêèå æå äåíåæíûå ïîòîêè, êàê

è ðàññìàòðèâàåìàÿ ôèíàíñîâàÿ ïðîèçâîäíàÿ. Â êà÷åñòâå îöåíêè ðûíî÷íîé ñòîèìîñòè

ôèíàíñîâîé ïðîèçâîäíîé áåðåòñÿ ðûíî÷íàÿ ñòîèìîñòü äóáëèðóþùåãî ïîðòôåëÿ â ñîîò-

âåòñòâóþùèé ìîìåíò âðåìåíè. Äëÿ äàííîé çàäà÷è èçâåñòíî ðåøåíèå â ñëó÷àå êîãäà

êðàòêîñðî÷íàÿ áåçðèñêîâàÿ äîõîäíîñòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ öåíàìè áàçîâûõ ôè-

íàíñîâûõ àêòèâîâ [1, c. 89]. Òàêîé ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿåò òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ, îäíàêî

ðåäêî âñòðå÷àåòñÿ íà ôèíàíñîâûõ ðûíêàõ. Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî â äàííîé ñòàòüå èññëåäî-

âàí áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà äèíàìèêà êðàòêîñðî÷íîé áåçðèñêîâîé äîõîäíîñòè îïè-

ñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ, íà îñíîâå êîòîðûõ çàäàíà äèíàìèêà öåí

áàçîâûõ àêòèâîâ.

Âûâîä ôîðìóëû äëÿ ðûíî÷íîé ñòîèìîñòè èíâåñòèöèîííîé ñòðàòåãèè. Ðàññìîòðèì

èíâåñòèöèîííóþ ñòðàòåãèþ, ñîñòîÿùóþ â ïðèîáðåòåíèè è ïðîäàæå n âèäîâ ôèíàíñîâûõ

àêòèâîâ, à òàêæå áåçðèñêîâîãî àêòèâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç �i t( ) êîëè÷åñòâî åäèíèö àêòèâà

i-ãî âèäà â èíâåñòèöèîííîì ïîðòôåëå â ìîìåíò âðåìåíè t, à ÷åðåç B(t) — êîëè÷åñòâî äå-

íåã, âëîæåííûõ â áåçðèñêîâûé àêòèâ â ìîìåíò âðåìåíè t. Òîãäà ðûíî÷íàÿ ñòîèìîñòü

V(t) òàêîãî ïîðòôåëÿ â ìîìåíò âðåìåíè t ðàâíà �i i
i

n

t S t B t( ) ( ) ( )
�
� �

1

, ãäå Si(t) — öåíà åäèíè-

öû àêòèâà i-ãî âèäà â ìîìåíò âðåìåíè t. Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü òàêæå ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

V(t) = �Ò( )t S(t) + B(t), (1)

ãäå �( )t è S(t) — âåêòîðû-ñòîëáöû, ñîñòîÿùèå ñîîòâåòñòâåííî èç � i t( ) è Si(t), � �i n	 1 2, , ,� , à âåðõ-
íèé èíäåêñ Ò îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ai(t) êóìóëÿòèâíûé ïëàòåæ, âûïëà÷èâàåìûé åäèíèöåé i-ãî ôèíàí-

ñîâîãî àêòèâà ê ìîìåíòó âðåìåíè t, ò.å. ñóììàðíûé ïëàòåæ çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè

( , ]t t0 , ãäå t0 — íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè, âûáðàííûé â êà÷åñòâå íà-
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÷àëüíîãî, à ÷åðåç C(t) — êóìóëÿòèâíûé äåíåæíûé ïîòîê, ãåíåðèðóåìûé èíâåñòèöèîí-

íîé ñòðàòåãèåé ê ìîìåíòó âðåìåíè t. Ïóñòü r(t) — êðàòêîñðî÷íàÿ áåçðèñêîâàÿ äîõîä-

íîñòü [2, ñ. 31].
Â ñîîòâåòñòâèè ñ [1, ñ. 107; 3, ñ. 162] äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëà ðûíî÷íîé

ñòîèìîñòè èíâåñòèöèîííîãî ïîðòôåëÿ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

dV(t) = �Ò( )t d[S(t) + A(t)] + B(t)r(t)dt – dC(t), (2)

ãäå A(t) — âåêòîð-ñòîëáåö, ñîñòîÿùèé èç Ai(t), � �i n	 1 2, , ,� .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [1, c. 89, ñ. 106] áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöè-

àëà ñóììàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà S(t) + A(t) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

d[S(t) + A(t)] = 
 �( ) ( ) ( )t dt t dW t� , (3)

ãäå � W t W t W tn( ) ( ), , ( )� 1 �
Ò

— âåêòîðíûé ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè

êîìïîíåíòàìè [3, ñ. 100], à � 
 
 
( ) ( ), , ( )t t tn� 1 �
Ò
è � � �( ) ( )t tij� � � � �� �i n j n	 	1 2 1 2, , , , , , ,� � —

âåêòîðíûé è ìàòðè÷íûé ñëó÷àéíûå ïðîöåññû àäàïòèðîâàííûå ê W-ôèëüòðàöèè [3, ñ. 94].

Îòìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëà âåêòîðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðî-

öåññà A(t) (êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïðîöåññû êóìóëÿòèâíûõ ïëàòåæåé ôèíàí-

ñîâûõ àêòèâîâ) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

dA(t) = 
 �A At dt t dW t( ) ( ) ( )� , (4)

ãäå 
 A t( ) è � A t( ) — âåêòîðíûé è ìàòðè÷íûé àäàïòèðîâàííûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, òî â ñèëó ñîîò-
íîøåíèÿ (3) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

dS(t) = 
 �S St dt t dW t( ) ( ) ( )� , (5)

ãäå


 
 
S At t t( ) ( ) ( )� � , � � �S At t t( ) ( ) ( )� � . (6)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëà êðàòêîñðî÷íîé áåçðèñêîâîé

äîõîäíîñòè ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

dr t t dt t dW t( ) ( ) ( ) ( )� �� � , (7)

ãäå �( )t è � � � �( ) ( ), , ( )t t tn� 1 � — ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûé àäàïòèðîâàííûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû.

Çàìå÷àíèå 1. Â ìîíîãðàôèè [1, c. 89], à òàêæå â äðóãèõ èñòî÷íèêàõ ïðè îïèñàíèè ìå-

òîäèêè îöåíêè ðûíî÷íîé ñòîèìîñòè èíâåñòèöèîííîé ñòðàòåãèè âìåñòî ïðåäñòàâëå-

íèÿ (7) èñïîëüçóåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî êðàòêîñðî÷íàÿ áåçðèñêîâàÿ äîõîäíîñòü

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ðûíî÷íûìè öåíàìè ôèíàíñîâûõ àêòèâîâ, ò.å.

� r t r S t t( ) ( ),� , (8)

ãäå r S t( , ) — äåòåðìèíèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ àðãóìåíòîâ. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Èòî
[3, ñ. 101; 4, ñ. 155], íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èç ðàâåíñòâ (5) è (8) ñëåäóåò ïðåäñòàâëåíèå (7). Îáðàò-
íîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Òàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìåòîäèêà îöåíèâàíèÿ ðûíî÷íîé
ñòîèìîñòè ôèíàíñîâûõ ïðîèçâîäíûõ ïðåäñòàâëåíà äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ.

Äëÿ ëþáûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè � è t, òàêèõ ÷òî t � �, îïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷è-

íó Q t( , )� ïî ôîðìóëå

Q t r s ds
t

( , ) exp ( )�
�

� � � . (9)
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Çíà÷åíèå Q t( , )� ðàâíî êîýôôèöèåíòó äèñêîíòèðîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåìó èíâåñòè-
öèîííîé ñòðàòåãèè, ñîñòîÿùåé âî âëîæåíèè äåíåã â êðàòêîñðî÷íûå áåçðèñêîâûå ôèíàí-
ñîâûå àêòèâû.

Èç ðàâåíñòâà (9) â ÷àñòíîñòè ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

dQ t Q t r t dt( , ) ( , ) ( )� �� � , (10)

Q Q t Q t( , ) ( , ) ( , )� � � �� (11)

ïðè ëþáûõ �, � è t.
Ñ ïîìîùüþ êîýôôèöèåíòà äèñêîíòèðîâàíèÿ Q t( , )� îïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷è-

íó � �( , )t ïî ôîðìóëå

� � � �
�

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )t Q s dC s Q t V t
t

� �� . (12)

Çíà÷åíèå � �( , )t ðàâíî ñóììå äèñêîíòèðîâàííîãî äåíåæíîãî ïîòîêà, ãåíåðèðóåìîãî

â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè ( , ]� t ïîñòðîåííîé âûøå èíâåñòèöèîííîé ñòðàòåãèåé, è

äèñêîíòèðîâàííîé ðûíî÷íîé ñòîèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî èíâåñòèöèîííîãî ïîðòôåëÿ

â ìîìåíò âðåìåíè t.
Èç ðàâåíñòâà (12) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëà ñëó÷àéíîãî ïðî-

öåññà � �( , )t ïî ïåðåìåííîé t ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïåðåìåííîé èìååò ìåñòî ñîîò-

íîøåíèå

� d t Q t dC t d Q t V t� � � �( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )� � . (13)

Èç ðàâåíñòâà (10) â ñèëó ôîðìóëû (Ï.2.7) íà ñ. 155 ìîíîãðàôèè [4] ñëåäóåò, ÷òî

� d Q t V t V t Q t r t dt Q t dV t( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )� � �� � � . (14)

Èç ðàâåíñòâ (1)–(3), (13), (14) ïîëó÷èì

� d t Q t t t S t r t dt Q t t t� � � � 
 � � �( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )� � �Ò Ò dW t( ). (15)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè t ìàòðèöà �( )t íå âûðîæäåíà ïî÷òè íàâåð-

íîå, ò.å. ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Îïðåäåëèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
~

( )W t ïî ôîðìóëå

� ~
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )W t S r d W t

t

� � ��� � � 
 � � � �1

0

. (16)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (16) ñëåäóåò, ÷òî

� dW t t t S t r t dt dW t
~

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � ��� 
1 , (17)

à èç ðàâåíñòâà (17) î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò, ÷òî

� dW t t S t r t t dt dW t( ) ( ) ( ) ( ) ( )
~

( )� � ��� 
1 . (18)

Ïîäñòàâèâ ôîðìóëó (18) â ðàâåíñòâî (15), ïîëó÷èì

d t Q t t t dW t� � � � �( , ) ( , ) ( ) ( )
~

( )� Ò . (19)

Â ñèëó òåîðåìû Ãèðñàíîâà [3, c. 105] èç ïðåäñòàâëåíèÿ (17) ñëåäóåò (ïðè âûïîëíåíèè

óñëîâèÿ Íîâèêîâà [3, c. 105]) ñóùåñòâîâàíèå òàêîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû
~
P, äëÿ êîòîðîé

âåêòîðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
~

( )W t ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì âèíåðîâñêèì (ñ íåçàâèñèìû-

ìè êîìïîíåíòàìè). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ðàâåíñòâà (19) ñëó÷àéíûé ïðîöåññ � �( , )t ÿâëÿ-

åòñÿ ìàðòèíãàëîì [3, ñ. 106] îòíîñèòåëüíî âåðîÿòíîñòíîé ìåðû
~
P, ò.å.

14



� ~
( , ) ( , )E tt � � � � �� (20)

ïðè ëþáûõ �, � è t, òàêèõ ÷òî � �� �t .

Èç ðàâåíñòâ (12) è (20) ñëåäóåò, ÷òî

V t E Q t s dC s Q t Vt

t

( )
~

( , ) ( ) ( , ) ( )� �� � �
�

. (21)

Çàìå÷àíèå 2. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (21) ðûíî÷íàÿ ñòîèìîñòü èíâåñòèöèîííîé

ñòðàòåãèè â «òåêóùèé» ìîìåíò âðåìåíè t ðàâíà ñóììå îæèäàåìîãî äèñêîíòèðîâàííîãî
äåíåæíîãî ïîòîêà, ãåíåðèðóåìîãî èíâåñòèöèîííîé ñòðàòåãèåé äî «áóäóùåãî» ìîìåíòà
âðåìåíè �, è îæèäàåìîé äèñêîíòèðîâàííîé ðûíî÷íîé ñòîèìîñòè èíâåñòèöèîííîé ñòðà-
òåãèè â «áóäóùèé» ìîìåíò âðåìåíè �, ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäà-

íèÿ áåðóòñÿ îòíîñèòåëüíî «íîâîé» âåðîÿòíîñòíîé ìåðû
~
P. Ïîñêîëüêó â ïðàâîé ÷àñòè

ôîðìóëû (21) ôèãóðèðóþò òîëüêî ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí (îòíîñèòåëüíî âåðîÿòíîñòíîé ìåðû
~
P), «íîâóþ» âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó

~
P íà-

çûâàþò íåéòðàëüíîé ê ðèñêó [3, ñ. 233–239].

Äåíåæíûé ïîòîê èíâåñòèöèîííîé ñòðàòåãèè äëÿ âàæíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êîëè÷åñòâî àêòèâîâ â äèíàìè÷åñêîì ïîðòôåëå îïðåäåëÿåòñÿ öå-
íàìè àêòèâîâ è êðàòêîñðî÷íîé áåçðèñêîâîé äîõîäíîñòüþ

� � �( ) ( ), ( ),t S t r t t� , � B t B S t r t t( ) ( ), ( ),� . (22)

Òîãäà ñòîèìîñòü ïîðòôåëÿ òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ öåíàìè àêòèâîâ è ïðîöåíòíîé
ñòàâêîé

� V t V S t r t t( ) ( ), ( ),� , (23)

ïðè÷åì

V S r t S r t S B S r t( , , ) ( , , ) ( , , )� ��Ò . (24)

Èç ðàâåíñòâ (21) è (23) âûòåêàåò, ÷òî

�  � V S t r t t E t S t r t( ), ( ), )
~

( , ) ( ), ( )� � � . (25)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ôóíêöèè V S r t( , , ) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

� V x y t E t S t x r t y( , , )
~

( , ) ( ) , ( )� � �� � , (26)

ò.å. V x y t( , , ) ðàâíî óñëîâíîìó ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ (îòíîñèòåëüíî ìåðû
~
P) ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû Q t s dC s Q t V

t

( , ) ( ) ( , ) ( )�� � �
�

ïðè óñëîâèè, ÷òî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ ïðî-

öåññîâ S(t) è r(t) â ìîìåíò âðåìåíè t ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿì x Rn	 è y R	 .

Îáîçíà÷èì

Z t
S t

r t
( )

( )

( )
� , 





�
Z

St
t

t
( )

( )

( )
� �

�

�
Z

St
t

t
( )

( )

( )
� . (27)

Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ (5) è (7) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

dZ t t dt t dW tZ Z( ) ( ) ( ) ( )� �
 � , (28)

à çàâèñèìîñòü (23) ìîæåò áûòü îïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� V t V Z t t( ) ( ),� . (29)
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Â ñèëó ôîðìóëû Èòî [3, ñ. 101; 4, ñ. 155] èç ïðåäñòàâëåíèÿ (29) âûòåêàåò, ÷òî

dV t V t V t t V t t t dtt Z
T

Z ZZ Z( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( ) ( )]� � � �
 � �
1

2
tr Ò

� V t t dW tZ
T

Z( ) ( ) ( )� , (30)

ãäå Vt(t), VZ(t) è VZZ(t) — ñîîòâåòñòâåííî ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîé t, âåêòîð-ñòîëáåö
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî ïåðåìåííûì Z Zn1, ,� è ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïî óêàçàííûì ïå-
ðåìåííûì îò ôóíêöèè V Z t( , ) â òî÷êå � Z t t( ), .

Ïîäñòàâèâ ôîðìóëó (3) â ðàâåíñòâî (2), (3), ïîëó÷èì

dV t t t B t r t d t t t dW t dC t( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) (� � � �� 
 � �Ò Ò ). (31)

Èç ðàâåíñòâ (30), (31) ñëåäóåò, ÷òî

dC t t dt t dW t( ) ( ) ( ) ( )� �� � , (32)

ãäå

� � 
 
( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) [t t t B t r t V t V t t Vt Z
T

Z� � � � �Ò tr
1

2
ZZ Zt t t( ) ( ) ( )]� � �

Ò , (33)

� � � �( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t V t tZ
T

Z� �Ò . (34)

Ïîñòðîåíèå äóáëèðóþùåãî äèíàìè÷åñêîãî ïîðòôåëÿ. Ïóñòü ôèíàíñîâàÿ ïðîèçâîä-

íàÿ ãåíåðèðóåò äåíåæíûé ïîòîê �( )C t è åå ñòîèìîñòü â ìîìåíò âðåìåíè T ðàâíà �VT .

Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

dC t t dt t dW t�( ) � ( ) �( ) ( )� �� � , (35)

� � � ( ), ( )V V S T r TT T� , (36)

� � ( ) � ( ), ( ),� �t S t r t t� , � �( ) � ( ), ( ),� �t S t r t t� . (37)

Ïóñòü äëÿ òàêîé ôèíàíñîâîé ïðîèçâîäíîé ñóùåñòâóåò äóáëèðóþùèé ïîðòôåëü

[ ( ), ( )]� t B t . Îáîçíà÷èì åãî ñòîèìîñòü è êóìóëÿòèâíûé äåíåæíûé ïîòîê ÷åðåç V(t) è C(t).

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî òàêîé ïîðòôåëü ÿâëÿåòñÿ äóáëèðóþùèì äëÿ ôèíàíñîâîé ïðîèçâîä-

íîé, ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå:

C t C t( ) �( )� , (38)

V T VT( ) �� . (39)

Ïî àíàëîãèè ñ ôîðìóëàìè (36), (37) ïðåäïîëîæèì, ÷òî

� V t V S t r t t( ) ( ), ( ),� . (40)

Çàâèñèìîñòü (40) îçíà÷àåò, ÷òî ñòîèìîñòü äóáëèðóþùåãî ïîðòôåëÿ îäíîçíà÷íûì îá-

ðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ öåíàìè áàçîâûõ ôèíàíñîâûõ àêòèâîâ è êðàòêîñðî÷íîé áåçðèñêîâîé

äîõîäíîñòüþ.
Òîãäà äëÿ ôóíêöèè V S r t( , , ) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (26). Èç ðàâåíñòâ (26), (38), (39)

ñëåäóåò, ÷òî

V x y t E Q s dC s Q T V S t x r t yT

t

T

( , , )
~

( , ) �( ) ( , ) � ( ) , ( )� � � �� � � . (41)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (35), (38) äëÿ C(t) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

dC t t dt t dW t( ) � ( ) �( ) ( )� �� � , (42)
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îòêóäà â ñèëó ôîðìóë (32) è (34) ïîëó÷èì

� � � � ��Ò( ) [ �( ) ( ) ( )] ( )t t V t t tZ
T

Z� � . (43)

Èòàê, åñëè ñóùåñòâóåò äóáëèðóþùèé ïîðòôåëü è èìååò ìåñòî çàâèñèìîñòü (40), òî
ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû (41) è (43). (Îäíàêî ìû åùå íå äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå äóáëèðó-
þùåãî ïîðòôåëÿ.)

Ôîðìóëû (41) è (43) âîçüìåì â êà÷åñòâå îñíîâû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîðòôåëÿ è âû-
ÿñíèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ òàêîé ïîðòôåëü ÿâëÿåòñÿ äóáëèðóþùèì. Ïîñòðîèì ôóíê-
öèþ V S r t( , , ) ïî ôîðìóëå (41). Îïðåäåëèì âåêòîð �( )t êîëè÷åñòâ àêòèâîâ â ïîðòôåëå ïî

ôîðìóëå (43). Ïîñòðîèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ V(t) ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (40). Îïðåäåëèì

B(t) â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (1) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

B(t) = V(t) – �Ò( )t S(t). (44)

Èç ðàâåíñòâà (44) ñëåäóåò, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t (îïðåäåëåííîå âûøå) çíà-

÷åíèå V(t) ðàâíî ñòîèìîñòè ïîñòðîåííîãî óêàçàííûì îáðàçîì ïîðòôåëÿ. Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç C(t) äåíåæíûé ïîòîê ïîñòðîåííîãî äèíàìè÷åñêîãî ïîðòôåëÿ. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêà-
çàòü, ÷òî ïîëó÷åííûé äèíàìè÷åñêèé ïîðòôåëü ÿâëÿåòñÿ äóáëèðóþùèì, íóæíî äîêàçàòü
ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ (38) è (39).

Èç ñîîòíîøåíèé (40), (41) ñëåäóåò, ÷òî

V t E Q s dC s Q T V S t r tT

t

T

( )
~

( , ) �( ) ( , ) � ( ), ( )� �� � � . (45)

Ðàâåíñòâî (39) âûòåêàåò èç ôîðìóë (9), (36), (45).
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå êîãäà ñïðàâåäëèâû çàâèñèìîñòè (36), (37), è êðîìå òî-

ãî, êîãäà

� 
 
( ) ( ), ( ),t S t r t t� , � � �( ) ( ), ( ),t S t r t t� , (46)

� 
 
S St S t r t t( ) ( ), ( ),� , � � �S St S t r t t( ) ( ), ( ),� , (47)

� � �( ) ( ), ( ),t S t r t t� , � � �( ) ( ), ( ),t S t r t t� , (48)

ãäå 
( , , )S r t , �( , , )S r t , 
S S r t( , , ), �S S r t( , , ), �( , , )S r t è �( , , )S r t — äåòåðìèíèðîâàííûå ôóíêöèè ñîîò-
âåòñòâóþùèõ àðãóìåíòîâ, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

~
( , ) �( ) ( , ) � ( ), ( )

~
( , ) �(E Q s dC s Q T V S t r t E Q s dCT

t

T

t� � �� �� s Q T VT

t

T

) ( , ) ��� � . (48)

Â òàêîì ñëó÷àå èç (45), (48) ñëåäóåò, ÷òî

V t E Q t s dC s Q t T Vt T

t

T

( )
~

( , ) �( ) ( , ) �� �� . (49)

Â ñèëó çàâèñèìîñòè (40) äëÿ äåíåæíîãî ïîòîêà C(t) ïîñòðîåííîãî ïîðòôåëÿ èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî (32), ãäå �( )t è �( )t íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (33), (34).

Ïîêàæåì, ÷òî

� �( ) � ( )t t� , (50)

� �( ) �( )t t� . (51)

Èç ôîðìóëû (43) ñëåäóåò, ÷òî

�( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � �t t t V t tZ
T

Z� �Ò . (52)

Èç (34), (52) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (51).
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Äîêàæåì ñîîòíîøåíèå (50). Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ �( , )� � t ïî

ôîðìóëå

�( , ) ( , ) �( ) ( , ) ( )� � � �t Q s dC s Q t V t

t

T

� �� (53)

è ïîêàæåì, ÷òî ýòîò ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî âåðîÿòíî-

ñòíîé ìåðû
~
P.

Èç ôîðìóëû (53) ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (11) ïîëó÷èì

~
[ �( , )] ( , ) �( ) ( , )

~
( , ) �( )E Q s dC s Q t E Q t s dC st t

t

T

� � � � �� �� �� Q t V

t

( , ) ( )� �
�

. (54)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (49) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

~
( , ) �( ) ( , ) ( ) ( )E Q t s dC s Q t V V tt

t

� �� � �
�

. (55)

Ïîäñòàâèâ ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (55) â ñîîòíîøåíèå (54), ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (53) ïîëó÷èì

~
[ �( , )] �( , )E tt � � � � �� . (56)

Ñëåäîâàòåëüíî, �( , )� � t ìàðòèíãàë (ïî ïåðåìåííîé t) îòíîñèòåëüíî ìåðû
~
P. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, èç ôîðìóëû (53) ñëåäóåò, ÷òî

� d t Q t dC t d Q t V t�( , ) ( , ) �( ) ( , ) ( )� � � �� � . (57)

Â ñèëó ôîðìóë (10) è (30)

� d Q t V t Q t V t V t t V tt Z
T

Z ZZ Z( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) (� � 
 �� � �
1

2
tr t t V t r t dt

Q t V t t dW tZ
T

Z

) ( )] ( ) ( )

( , ) ( ) ( ) ( ).

�

� �

�
Ò � �

�
(58)

Èç ñîîòíîøåíèé (35), (57), (58) ïîëó÷èì

d t Q t t V t V t t V tt Z
T

Z ZZ
�( , ) ( , ) � ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( )� � � � 
� � � �

1

2
tr

� 
� �

� � �

Z

Z
T

Z

t t V t r t dt

Q t t V t t dW

( ) ( )] ( ) ( )

( , ) �( ) ( ) ( )

�
Ò � �

� � ( ).t

(59)

Ïîäñòàâèâ ôîðìóëó (18) â ñîîòíîøåíèå (59), áóäåì èìåòü

d t Q t t V t V t t V tt Z
T

Z ZZ
�( , ) ( , ) � ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( )� � � � 
� � � �

1

2
tr

� 

� �

� � �

Z

Z
T

Z

t t V t r t

t V t t t S t

( ) ( )] ( ) ( )

�( ) ( ) ( ) ( )[ (

�
Ò � �

� � �1 � ) ( ) ( )] ( , ) �( ) ( ) ( )
~

( ).r t t dt Q t t V t t dW tZ
T

Z� � �
 � � �

(60)

Ïîñêîëüêó �( , )� � t ìàðòèíãàë îòíîñèòåëüíî ìåðû
~
P, òî ìíîæèòåëü ïðè äèôôåðåíöèà-

ëå dt â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (60) ðàâåí íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî,

� ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( ) ( )] (� 
 � �t V t V t t V t t t Vt Z
T

Z ZZ Z� � � �
1

2
tr Ò

� t r t

t V t t t S t r t tZ
T

Z

) ( )

[ �( ) ( ) ( )] ( )[ ( ) ( ) ( )]

�

� � � ��� � � 
1 0.

(61)

Â ñèëó ôîðìóë (44), (52) èç (61) ñëåäóåò, ÷òî

� ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [� � 
 
t t t B t r t V t V t t Vt Z
T

Z Z� � � � �Ò tr
1

2
Z Zt t t( ) ( ) ( )]� � �

Ò . (62)
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Èç ôîðìóë (62), (33) ñëåäóåò ðàâåíñòâî (50). Ðàâåíñòâî (38) ñëåäóåò èç óæå äîêàçàí-
íûõ ðàâåíñòâ (50), (51) è ñîîòíîøåíèé (32), (35).

Èòàê, ïðè âûïîëíåíèè çàâèñèìîñòåé (36), (37), (46), (48) è íåâûðîæäåííîñòè ìàòðè-
öû �( )t äëÿ ôèíàíñîâîé ïðîèçâîäíîé ñóùåñòâóåò äóáëèðóþùàÿ èíâåñòèöèîííàÿ ñòðàòå-
ãèÿ, ïðè÷åì îíà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (43), (44), â êîòîðûõ ôóíêöèÿ V S r t( , , ) îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (41).

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóëû (41) ñëåäóåò âíà÷àëå ïîëó÷èòü ñèñòåìó ñòîõàñòè÷å-

ñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ S(t) è r(t) ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëó÷àéíîãî ïðîöåñ-

ñà
~

( )W t (êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì îòíîñèòåëüíî ìåðû
~
P).

Ïîäñòàâèâ ôîðìóëó (18) â ñîîòíîøåíèÿ (5) è (7) ñ ó÷åòîì çàâèñèìîñòåé (46)–(48), ïî-
ëó÷èì

�  �  � dS t S t r t t S t r t t S t r t t S tS S( ) ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), (� � �
 � � 1 � � �� �
� 

) ( ) ( ), ( ),

( ), ( ),
~

( ),

r t S t r t t dt

S t r t t dW tS

� �

�




�
(63)

�  �  � dr t S t r t t S t r t t S t r t t S t r( ) ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( )� � �� � � 1 � � �� �
� 

( ) ( ), ( ),

( ), ( ),
~

( ).

t S t r t t dt

S t r t t dW t

� �

�




�
(64)

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóëû (41) ñëó÷àéíûå ïðîöåññû S(t) è r(t) ñëåäóåò ðàññìàòðè-
âàòü êàê ðåøåíèå ñèñòåìû ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (63), (64)
(ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè).

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîé ñòàòüå ïðåäñòàâëåíà ìåòîäèêà ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ðûíî÷íîé
ñòîèìîñòè ôèíàíñîâûõ ïðîèçâîäíûõ â ñëó÷àå, êîãäà äèíàìèêà êðàòêîñðî÷íîé áåçðèñ-
êîâîé äîõîäíîñòè çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ îïè-
ñàíèÿ äèíàìèêè áàçîâûõ àêòèâîâ. Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü îïèñàííîé â äàííîé ñòàòüå
ìåòîäèêè îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ íàìè ìîäåëü áîëåå àäåêâàòíî îïèñûâàåò
ðåàëüíûå ôèíàíñîâûå ðûíêè â ñðàâíåíèè ñ ðàíåå èññëåäîâàííûì ñëó÷àåì (êîãäà êðàò-
êîñðî÷íàÿ áåçðèñêîâàÿ äîõîäíîñòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ öåíàìè áàçîâûõ àêòèâîâ).
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