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Введение 

Логистическая нормальная модель (ЛНМ) традиционно используется для 

построения регрессионной зависимости вероятности успеха от условий 

испытаний в случае наблюдения группированных бинарных данных. Впервые 

она была предложена Хеагерти , после чего получилз широкое применение на 

практике при решении прикладных задач статистического анализа данных в 

экономике, социологии, биометрике и других областях. Для идентификации 

параметров ЛНМ. обычно используют метод максимального правдоподобия. 

Однако на практике гипотетическая вероятностная модель наблюдений, 

как правило, оказывается неадекватной в силу искажений различных типов. 

Результаты, полученные Нойхаусом для частного случая ЛНМ, показали, что в 

случае искаженных результатов наблюдений оценки парзметров ЛНМ могут 

быть смещены. Поэтому актуальна задача исследования робастности 

(устойчивости) оценки максималыюго правдоподобия (1\!m-оценки) параметров 

ЛНМ к искажениям в наблюдаемых данных. 

В данной работе исследуется смещение МП-оценки параметров ЛНМ при 

аддитивных стохастических искажениях. Рассматриваемая модель искажений 

был·а предложена в и активно используется при анализе робастности различных 

моделей бинарных данных в силу своей практической значимости . В работе 

получены выражения для смещения МЛ-оценки в случае известных уровней 

искажений. 

Математические модели и постановка задачи 

Пусть определена некоторая совокупность из k объектов и некоторое 

СЛ}"iайиое событие А. Над каждым объектом i этой совокупности производится 
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серия 1 1 з 111 испытаний . Резу,1ьтаты испытаний описываются наборо:.1 k 

бинарных вепоров-строк В = (В :. 82, "" Bk). В е {O,J }"• , где В, = (В, 1 , 812 ," " B,r., ) 

- результаты серии испытаний над i-ым объектом, причем Ву = 1, если в 

испытании j для объекта i случайное собьп ие А имело место (успех), и Ви = О в 

противном случае . Объекту номер i в испытании номер j постав пен в 

соответствие некоторый т-вектор факторов ZIJ е R"' , который имеет блочный 

вид : Z~ = (Z,т / Х~ )т, где вектор Z, е R"'' описывает свойства объекта, а вектор 

ХУ е Rm2 характсрИ1ует условия , в которых производилось испытание. При 

этом предполагается, что описанная модель группированных бинарных данных 

(ГБД) обладает следующими свойствами. 

С. Размеры серий испытаний п 1 , п 2 • "., п~ малы . 

С 2 • Объекты обпадают свойством "слабой неоднородности''. 

Логистическая нормальная модель Хсагерти для ГБД основана на 

следующих предположениях . 

П1 . Для i-го объекта бинарные данные В1 связаны с соответствующими 

векторами факторов Zu моделью логистической регрессии: 

(1) 

гле g(Z) =ln(p(Z)/(1- p(Z))) - ;1огистическое преобразование, p(Z) -

вероятность ycne а при факторах Z. 

П2.Козффиuиент µ; в модели (1) имеет вид µ, = µ + и" где µ -

детермин.ированная скалярная величина, одинаковая для всех объектов, а и, 

- случайный эффект, имеющий нормальное распределение N(O, cr2
) . 

П3.Коэффициент у, в модели (1) является детерминированным и 

одинаковым д;~я нсех объектов, т.е . у;= у е Rm. 



Таким образа:.-~ , параметрами расс!l1атриваемой лог11сти'iеской нормальной 

модели яв.~1яются µ е R, у Е R"' и cr2 Е R, а сама модель и ее функция 

nравдоnодобия имеют с.1едующий вид : 

g(zu 1 µ,"(, иJ= µ+Zly +и,. i = 1,2, . . . , К, J = \,2, .. . , п0 

Предположим , что данные В подвержены аддитивным стохастическим 

искажениям , и наблюдаются искаженные данные В: 

BiJ = Ву Е±эт~ ,1 • i = 1,2, . .. k, j = 1,2, .. . ,п; . 

где ЕВ - операция сложения ло модулю два , а {ТJу}. i = 1, 2, . .. , k, 

(2) 

(3) 

j = 1, 2, .. . , п1, - независимые с.1учайные величины Бернулли. Гlри этом для 

каждого i, j имеет место следующая зависимость случайной величины ТJ ij от 81;: 

(4) 

где &0, &1 - известные уровни искажений . Необходимо исследовать влия.ние 

искажений (3), (4) на свойства МЛ-оценки параметровµ, у ЛНМ в слу•:~ае 

.... 2 .... .,, 
известных значении параметра cr и уровнеи искажении в0, t=.: 1• 

Смещение МЛ-оценки в случае искаженной выборки 

Введем следующие обозначения для удобства изложения: 

где µ0
, у° - неизвестные истинные значения соответствующих параметров, 

µ",у" - классические МП-оценки, Лµ, Лу -уклонения МП-оценок параметров 

при уровнях искажений &о, &1• 

Будем говорить, что модель (2) является "ложной" моделью, т . к . не 

учитывает действующие искажения ; в формулах будем отражать это индексо:\1 

F: 
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Молель, учиты вающую искажения уровней i;0, E J, будем называть 

"истинной" и обозначать индексо~ Т: 

(5) 

Нетрудно показать, что имеет место следующее соотношение 

Поскольку МП-оценки параметров ЛНМ строятся па основании "ложной" 

модели (2), то в соответствии с результатом Уайта, уклонения оценок моrут 

быть найдены как решения следующей оптимизационной задачи: 

где/{ . ) - плотность нормального распределения,/( . ) - информационный 

критерий Кулбана-Лейбнера, а Er{ .} означает, что математическое ожидание 

берется с учетом истинной модели с искажениями (5). В следующей теореме 

получено асимптотическое разложение для уклонения МП-оuенки, 

позволяющее определить ее r:мещение и доказать потерю состоятельности в 

случае искажений. 

Теорема. Для описанной выше ЛНМ с искажениями (3), (4) имеет место 

следующее асимnтотическое разложение для смещений МП-оценки Е {Лµ}, 

Е{ у } : 

Доказате,1ьство теоремы основано на асимптотическом ана:1изе решения 

задачи (6) с учетом свойств лоrистического расnредепения . 8 
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Результаты компьютерных экспериментов 

Для оценки точности асимптотического разложения (7) была проведена 

серия компьютерных экспериментов. В качестве НО:'v!Инальных параметров 

m-iМ бы:1и выбраны следующие значения: k = 1 ООО, 111 = 1 О, \:/ i, т = 2, т , = 1, 

т2 = 1, µ0 = 0.1, у0 = (0.2, 0.3 )т, причем Z; и Ху строились как реализации 

с:~учайной вел и"Чины с 1юрмальным распределением вероятностей N(l, 0. l). В 

процессе эксперимента генерировались 100 слу•-1айных выборок В, 

подчиняющейся ЛНМ с приведенными выше параметрами . Для каждой 

выборки производилось искажение данных сог.1асно (3), (4), при этом уровни 

искажений совладали (E0=E1=i:) и из 1енялись в пределах от 0.00 до 0.04 с шагом 

О .О 1. Затем для каждой выборки с1роилась МП-оценка параметров ЛНМ, и 

вычислялись уклонения оценки параметров от истинных значений. При 

фик;:ированно:ч уровне искажений по полученны 1 экспериментальным 

значениям уклонений строился 95-процентный доверительный интервал . 

Наконец, для каждого уровня искажений вычислялись теоретические смещения 

МП-оценки при помощи выражения (7). 

Резулыаты компьютерного моделирования nгиводятся в табJ1ице . Из нее 

следует, что г:~авный член раз;тожения (7) достаточно точно аппрокси.~ирует 

зависимость уклонений МП-оценки от уровня искажений , а именно, попадает в 

95 -процентный экспериментальный доверительный шперва.r. . 

Заключение 

В работе получены выражения для смещения оценки максималыюго 

правдоподобия параметров лоrистической нормальной модели в случае 

известных уровней аддитивных стохастических искажений. Полученные 

резу;~ь таты иллюстрируются резу ль татами компьютерного моделирования . 

Данные исследования были частИ"Чно поддержаны грантом БГУ для молодых 

ученых 628/30. 
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