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ИССЛЕДОВАНИЕ ПОВЕДЕНИЯ НЕКОТОРЫХ 

ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ 
Ранее нами в [ 11 была nонучс11а однородная производственная CES 

фун1<u 11я с посТС1янным эффектом от расширения мас111тзба :~роизво1tства 

1 

F( К . /.) = (А . К ,, + /J L") -;, , ( 1) 

где Л и В - rюлож1пелы1ые вели•шны. а параметр р свя :sан с :тастич-

1- О' 
ностыо замены а соот1юшением р = --. 

17 

Сравним функнию ( 1) с известной crerie1шoй производственной фунКLLисй тнnа 

Кобба-Дугласа, которая 11меет вид 

(2) 

1 ; 1е !' - 11 a 1t1ю11 ru1ы1h1й доход. К - ка питал. /, - тр, д. A, rz,ff- 1юJюжителы1ыс числа. 

1:.стсствснно . при а t /3 = 1. мы имеем классичес.кую функuию Кобба-Ду1 ·ласа . Д.~я 

этого исследуем поведение кажлой из них. 

Функция Коббн-Дугласа (2) определена при всевозможных 11абора.х з 11ачений 

капитала и труда (К <:: О, L ~ О). Она д11аж)lы ю1фферс1щируема в област11 

1ана11ия. т .е. 
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дУ = а · А · ки · '.JJ' =а · .!.>о 
дК К ' 
д !' у 
-= /l ·A· К"· IJ' ·' = /} · -> О. 
дL L 

а2у = a · (a - l) · A-Kи - i . Lp 
ак : · 
ai y /3 К о ' Р· • 
дк.а!, = а · · А · · L , 

,;:~ = fl · (/J - l) · A · K" . /}1
• 2 • 

дL· 



Со1 ·лас110 условию: сели отсуrствуст хотя 61,1 один из факторов. то выпуск 

невозможен . т. е . при К = О выпуск У =О и при L = О также У = О . 

дУ дУ 
Поскольку - > О и - >О , то функции У монотонно возрастает по каждому 

дК дl. 

ар1')'ме1r1·у . Изж:спю что лля такоli функuии имеет место ~а.кон убыв~~юшей 

эффективности производства при О < а < 1. О < /) < 1 го следу-

ет из выражений для вторых частных производ11ых : 

д' У д'У 
--, < 0, -, < 0. 
дК дL 

(3) 

Поско.1ьку матрица Гессе для функции У имеет ви1 1 

(4) 

н является отр1щатсл1,но 011pc1 1eJ1c 1111 lJЙ. то функцня (2) является вогнуrой при 

а , р е (0:1) . Таким образом, фу11к1111я Кобба-!tуr·ласа при А> О; а , /] е (0;1) 

обладает 11семи свойствами 1акрожо11омичсских функций У = f"(K. L) : 

1) Обнастью задания Jтой функции является множество всевозможных наборов 

К 2 0 и /, ~О; 

2) Функция }' = F(K, L) является дважды нснрсрывно дифференцируемой в 

области се задшrшс 

3) Выпуск нево·Jможен. если отсуrствует хотя бы один нз фаю·о rюв 

лроюводства. т. с . F(O,L) = F(K .0) = О ; 

дF дF 4) Функция монотонно возрастает по кrоклому ар !')'МСНту, т.е. - >О и - > О; 
дК дL 

5) Функция 

д ' F 
дJl < O . 

д ' F 
имеет убывшощис нсрвые •1астные производные, т . е. --1 < О и 

дК 

Замсти~1. •1то та фу11кL1ия является однородной степени а + fJ = 1. 

Рассмотрим 1юuсдс11ие дашюИ фу11кщ1и в сJ1учае 110cтo11rr1юro uь111уска, 

т.с . при У = С. Из уравr1е11 ия А · К " · f .P =С понучим 

( с)~ ..1!. _/1.. 
к = А . /, " = в . L " • (5) 
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1 

где В = (~у > О - константа. Из (5) следуют два предельных равенства 

lim к = о и lim к = +«>, (6) 
L QO L-r1 

которые четко указывают зависимость о;щого фактора производства от другого 

в предельных случаях. Асимптотами графика данной функuии 

являются оси координат( OL соmветствует оси ОХ, а ОК соответст-

nует оси ОУ) . 

дК /3 _!!._, 
Посконhку - = - - . В . L и < О. то фуню.н1я (5) является мо1ютон1ю убы-

дL а 

ваюшей. т.с . с роl-ТОМ L значение К уменьшается . Предельная нор\1а замены 

труда канитало~1 д.'lя функции Кобба-Дуrласа имеет в1щ 

д% /3 к fJ 
11 . =- -- дL = - - ·- =-- ·k 

k дУ 1 а L а ' 
lдК 

(7) 

ГJ\С k = ~ - фондовооружеmюС1ъ тру11а. Аналогично можно 11айп1 ft п1 -
L 

11рсдельную норму замены ка~н1тru1а тру;tом. Коэффи11иенты энастичности 

вы11уск<1 по фон)!ам ( по капиталу) и по труду имеют вид 

Е . = дУ : ~ = а · А · К и- ~ · L" . К 
1
• дК К .4 · К и · L11 а (8) 

Е = дУ }_ = /3 · А · К " . /}н · L = fJ. (9) 
' дL L А · К" ·11 

На основании раnенств (8) и (9) можно судить о том, <rro nля 1щ111юго вида 

произволственных функuий типа Кобба-Дугласа, коJффициенты лаС1·ичносrн 

11ынусю1 но фiiкторам вроизводства ностоянны 11 равны показателям а и р 

степеней вел и•ш11 К и L соответственно . Если ввести 

фунщию f(k) = F" - ,\ =-. то с учетом (2). она будет И\1е;ъ вид ( к ) У 
/, L 

А · К " · !/ ( К )" /(k) = -т_;;.-р - = А L = Л · k" . Более то1 ·0, 11з11Сl'ТIЮ , •rro если а+/3 = 1 , го 

у 

фvнкция v = J(k) = - заJ1ает зависимосп, между производительностью . . [ . 
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труда у и фондовооружс1111ост1.10 труда k. Заметим . что с ростом k 

неограниченно растет и производительность труда . Используя формулу для 

11ахожден11я козффищ1ентов зла<..-тичности заме111.1 факторов производ<.."ГВа 

а = ~/ '_,__,(k )~· [k_· ~f'-'--'(k )~-~/("-'-'k )] 
k. f'(k) · /(k) 

1ю11учим а = а.- = о-1. = \. 

( 10) 

Од11ако, 11ссмотря 11а свое широкое применение н разнич11ь1х :жоно-

м~1ческих исслсдо1шниях, производствен11аJ1 фу11к11ин пта Кобба-Дуrласа 

не лишена недостатков . Ос1юн11ым таким ее недостатком мож110 считать 

полную заменяемость факторов 11роизво11стR<1., котор<t.Я предполагает. что 

любое зfщашюс /\ОJtичсство продукта может быть произвслсно аже пр11 

очень малом обы:ме одного из факторов щю11зводствu при условии, что 

дру1 ·01! фактор будет о достато 11ном объеме . О•1с11и111 ю. что такое положе-

н 1е не всегда имеет 1ссто (так, на11 ример. отсут1..-твие каm1Тала 11е у лается 

заменить достаточным кол11чеспюм рабочей силы). 

Рассмотрим теперь 01111орою 1ую CES функцию с постоянным ,ффсК"1ом от 

расширения масuпаба нроизволства ( 1 ). Она также onpeдeлefta при К > О. L >О . 

и дважды 111:11рсрывно дифферснuируе ш 

дУ А · К -1'-' 
-= 
дК 

1 • 

(л . к · Р+ В · L '' )Р°' 

д У В · cr-• 

ат. "' (л . к -•+ в . сr ),\· · · 
д 1 У -A· B · (p + l) · к - r->.cr 

дК1 = (А · К-'' вc r )f.•' 
д 2 У - A · B ·(p+l) · K -'" C''-1 

дL1 = (А- К - r +В . С" );.1 
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дУ дУ д 2 У д 1 У 
При положителыrых значениях А, В, р имсс f - > О. - > О. - -, <О. -, < О . 

дК дl. дК дL· 

Т .с . функция ( 1) также моrютоюю возрастает rю каждому аргументу и 

лля нее спраnсл.rrив закон убывающей Jффt:"1ив1юсти проюводства ( это 

след ст и:~ (J). Поскольку матрищ1 Гессе (4) 1 1ля нес отрицатель110 онрсдслс11ная, 

то фу11к11ия ( 1) явнястся rюпrуrой . 

Рассмотрим ее повеление при постоя111юм выпуске, т.е . 11ри У= С . 

Имеем А · к · 1 • + В · 1.-• =с -• . откуд<t 

Дл я кр1111ой ( 1 1) справедЛ111Jы следующие предельные равенства 

.!._ 

lim K = A"· C и lim L = B·"· C. ( 12) 
J.-w А -•" 

Таки\1 бразом. асимптотами для графика крrшой с11ужат нрямыс, 11ара.11-

лсл1>ные осям OL и ОК . Более того. т.к . 

дК 1 ' f )· ·' ···• 1 ) д/, =-A' ·B · c r· · \С.'- В · С ' r < 0, то функция ( 1 является 

~10 ното111ю убывающей. т.е. с ростом L зна•rения К ~еныш1ются . 

В ·пой ситуаu1111 уже при ограниченном количестве олrюго из ресурсов 

нельзя ностиrнуrь нюбого на11ерсп за11.а1 1ного объема вып. ска за с•rет 

увсн ичен1·1я лругого . Далее запишем ко1фф11циенты "JластичнОl.'ТI! по 

факторсtм 11rю11 з1юлстnа 

Е = дУ . .!:_ =~ К = А - к -r 
А дК . к ак r А . л· . r + 8 . i,--::P • 

1:.· _ дУ . ! = д >' . !::_ = IJ . f; r 
1 nl . . L дL У А · К . " В · /. r . 

О•1евид11О. что 1:.·, + t;1 = 1 1 lаходим 11рснс11 1.11ую 11орму замс11ы труда кашпа.1ом 

,1 = - дУ : д У = - R . С''· ' = _!!_ ·(!..)' "' = _!!_ _ k"'' . Ранее было установлено. •по 
' дL ак А. к _ ,,_, л L А 

1ластич1юсть такой замены а = _!___ _ l lро11зводительность 
р + 1 

тру!lа ·3адаетс>1 в 11идс функщtи 
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У (A ·K-"+ B·C")-i; [( К)-" i-; ( _, у= .f(k) = L = L = А- L +в~ = А . k 1 

1 

в)-Р . (13) 

llструюю замстнть. что если k - >-+«> ( фондовооруженносп, трула 11со1·ра-

ничсшю растет). то производительность труда соrлас 11 0 ( 13) бу11ет стре-

1 

м11ться к всли·1и11с В ·; . т.с . функuия у = J(k) будет и1-1ст1, 1 оризо11тат.-

ную асимптоту. А JТО уже говорнт о том, •по пр11 неогра11ичс1111ом росте 

фондовооруженности k произ1юдител1..ност1. трую1 не растет безмсrrю, а 

ограюr•rивается конкрет111..1м з11а•1с11ием . 

Исходя из проведенных исследований. можно с;1етп1. Rыrюд об отдаче предпоч

те11ия при м.~кро:жономическом моделиrованин одrюролной Cf:S функнии с постоян
ным эффектом от расширения м.~сштаба производства. 
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УПРАВЛЕНИЕ ИННОВАЦИОННЫМИ ПРОЦЕССАМИ 

Н управлении ишrовашюнными процессами важную роль играет выбор опти

ма;rыюй схемы финансирования ин11011а11ий. Развитие инновашюнной ]{еятсн~.11ос..1и . 

как на уровне государства, так и на yro1.111c отдельных субъскто1.1 хозяйствованюr 
предполагает исnольJоRание р<~3ли•rных форм финанс11рова ния . П ерспективной фор

мой финансоrюго обеспечения иннов~щионньrх проектов в нuстоящее время высту 11ас1 

Rе11чур11ос фи11ансирова11не. 

Под венчурным финансированием обычно понимают долгосрочные вложения во 

вновь создаваемые илн действующие молодые компании. которые з.~ счет ис11ользоо<1-

н11я новейших технологий и достижений науки потсющально способны обеспечить про

изводство конкурентоспособной продукц11и. создан11е новых ры~rков . Вен•r. рное фи

нансирование можно rассм<tтривать и как совrе 1е11ную разновидность учредитель

ства, то ес..1ь со1дания перспективных фирм, компаний с целью быстрого приумноже

н11я первоначального вклада в их уст<~вный к<1п11тал и последующей его реализации по 

рыночной стоимости. Венчурное финансирование имеет рял особенностей. отличаю-

1ш1х cr·o от друп1х форм финансирования: 
- является долгоnременным; 

- предоставляется преимущественно инновационным ком11а1111~м с rюrснщ1алом 

ро~та. акнии которых еще не котируются на фо111юпо~i бвржс; 

- не предусматривает возможность изъятия капитала до завершения жизненного 

цикла компании; 

- не требует от финансируемых предприятий залога, гuрантий; 
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