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ТРАНСФОРМАЦИОННАЯ ФУНКЦИЯ КАК 

ОБОБЩЕНИЕ ПРОИЗВОДСТВЕННОЙ ФУНКЦИИ 

Количество видов ресурсов будем обозначать п, а векто­

ры расхода ресурсов - х = ( х 1 , х 2 , •• • , х п ) • Количество видов 
продукции будем обозначать т, а вектор выпуска продук-

ции - q = (q1,q2,:· ., qm) • 
Под допустимым производственным планом будем пони-

мать вектор z = (-x;q) = (-х 1 , • •• - хп ;q1 , •• • ,qm), состоящий 

из векторов расхода ресурсов х = (х"х2 , . ",xJ и выпуска 

продукции q = ( q 1 , q 2 , • • • , qm) , такой, что продукция может 
быть произведена в количествах q. , q2, .. . , qm при использова­
нии ресурсов в количествах Х1,Х2 •·· .,хп. (Знаки минус в 

Z = (-x;q) = (-х , , .. · - x"; q, , .. . ,q,,, ) показывают, ч:то ресурсы 
расходуются, а не производятся.) Множество допустимых 

производственных планов обозначим n. 
Вначале введём понятие трансформационной функции 

для случая одного вида продукции, а затем обобщим это по­

нятие для случая нескольких видов продукции. 

Напомним, что в случае одного вида продукции про-

изводственная функция f(х1 , х2 , •• • , хп) показывает макси­
мально возможный выпуск при векторе использования ре-

сурсов х = (х"х2 , ••• ,х"). Таким образом, в случае одного ви­
да продукции множество допустимых производственных пла­

нов определяется соотношением: 

n = {<-xp- X2,.",-x"; q) : Х; ~ O,i = ~.q ~ O,f(x1,X2· ··· ·x. ) ~ q} (l) 

Заметим, что условие допустимости f (x1 , х2 , • .• , х. ) ~ q 
можно записать в следующем виде: 

(2) 
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Определив функцию F(-xp- X2 , .",-xn; q) по формуле 

F(-x" -x2"",-xn ;q) = q- f(x p x 2 , ." ,xn), (3) 

условие допустимости (2) можно записать в виде: 

F(-x1 ,-х2 ," "-хп ;q) ~О. (4) 

В случае одного вида продукции под эффективным про­

изводствеЕным планом (- x"- X2 , .",- x";q) будем понимать 
план такой, что f(x"x2,.",xn) = q (т.е. при заданном векто­

ре использования ресурсов х = ( х 1 , х 2 , .. • , х") должно произво­
диться максимально возможное количество продукции). Оче-

видно, что с помощью функции F(-xp-X2 ," .,-x" ;q) (опреде­
ленной по формуле (3)) условие эффективности производ­

ственного плана запишется следующим образом: 

F(-x, ,-х2 , • . • ,-хп; q) = О . (5) 

Функция F(- x1,-x2 , • •• ,-xn ;q), определеннаяформулой(З), 
является частным случаем трансформационной функции. 

(Основные два свойства трансформационной функции состо­

ят в том, что соотношение (4) является условием допустимос­
ти производственного плана, а соотношение (5) является ус­
ловием эффективности производственного плана.) 

В случае нескольких видов продукции под эффективны­

ми (оптимальными по Парето) производственными планами 

будем понимать такие допустимые планы, для которых либо 

нельзя увеличить выпуск одного или нескольких видов про­

дукции, не увеличив при этом расход одного или нескольких 

видов ресурсов, либо нельзя уменьшить расход одного или не­
скольких видов ресурсов, не уменьшив при этом выпуск одно­

го или нескольких видов продукции, т.е. допустимый произ­

водственный план z = ( - х; q) является эффективным, если 

не существует z = ( -х; q) е .Q такого, что либо q > q их ~ ;, 
либо х <;и q ~ .Q (или, короче, z > ~). (В данном контексте 
мы считаем, что один вектор больше (меньше) другого векто­

ра, если все компоненты первого вектора больше либо равны 
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(меньше либо равны) соответствующих компонент второго 

вектора, причем найдется хотя бы одна компонента первого 

вектора, большая (меньшая) соответствующей компоненты 

второго вектора.) Множество эффективных производствен­

ных планов обозначим n·. 
Теперь мы можем дать определение трансформационной 

функции в случае нескольких видов продукции. 

Трансформационная функция для заданного множества 

допустимых производственных планов n - это любая фун­

кция F : R"+"' ~ R , такая что 

{z = ( - x;q) е R"+"':x ~О, q ~ O,F( - x ;q) ~О}= Q и 

{ = ( - . ) R п т . > о > о F ( - . ) - о}= А. z_ x, q e .x _, q _, x,q- - н , 

т.е. вектор z = ( - x ;q) е Rn+m является допустимым производ­

ственным планом тогда и только тогда, когда F ( - x;q) ~О, и 
является эффективным производственным планом тогда и 

только тогда, когда F(-x;q) =О. 
Покажем, как в случае нескольких видов продукции 

можно определить такое понятие, как предельная произво­

дительность ресурса, и как можно использовать трансформа­

ционную функцию для нахождения предельной производи­

тельности ресурса. Пусть производственный план 

z = ( -x;q) является эффективным, т.е. z = ( -x;q)e n·. Бу­
дем считать, что расход только l-го ресурса может изменят­

mся, и это изменение l-го ресурса влияет на выпуск только 

s-го вида продукции так, чтобы производственный план 

- - -
- q1' .. . • - Q,. p- q, .- q" p . . . ,- q т ) 

(6) 

оставался эффективным, т.е. i Е n·. Таким образом, соотно­
шение: 

z = (-х, q) = (- Xi · ... ,-х1-1 ,-х1 ,-х1.1 , .. . ,-х. ; 

- Q., .... -Q •. p-q,.-q"l' ... ,- q" ) = n· 
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dq, (- ) 
задает функцию qs = qs(x1). Производная -;J;: х, этой фун-

- 1 
кции при х1 = х1 называется предельной производительнос-
тью вида ресурса вида l по отношению к продукции вида s и 
обозначается ППР /s (z ). В случае, когда единица измерения 
ресурса вида l достаточно мала по сравнению с расходом это-

го ресурса, можно считать, что ППР ts (z ) показывает увели­
чение выпуска продукции вида s при увеличении расхода ре­
сурса вида l на одну единицу (при условии, что выпуск ос­
тальных видов продукции остается неизменным и ресурсы 

используются эффективно). 

Отметим, что предельную производительность ресурса 

ППР /s (z) можно выразить с помощью трансформационной 
функции F. В силу определения трансформационной фун­
кции соотношение (7) равносильно следующему равенству: 

F(-x,, ... ,-.х,_ ,,-х,,-х,." ... ,-x.;q, ,"., q,_,,q,Jj,..,,. " ,q,,,) = о . (8) 

Продифференцировав это равенство по х1 (считая, что 
qs =qs(x1)) при Х1 =Х1 , получим: 

дF (z)+ дF (z) · dq, (х,) = О . 
дх1 дq1 dx 1 

(9) 

Отсюда можно выразить предельную производительность 

ресурса: 

ПФП (z) = dq, (х ) = - дF (z)/ дF (z) . (10) 
ls dx / дх дq 

1 1 s 
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