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ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÎÄÅËÅÉ ÝÊÎÍÎÌÈÊÈ

1. Ïîñòðîåíèå ìîäåëè. Íàïîìíèì, ÷òî â äèñêðåòíîé (äåòåðìèíèðîâàííîé)
ìîäåëè Ñîëîó ñ ïîñòîÿííûì òðóäîì (îñíîâíîé) êàïèòàë kt â ðàñ÷åòå íà åäèíèöó
òðóäà â êîíöå ïåðèîäà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

kt = kt — 1 — δkt — 1 + s f(kt — 1), t ≥ 1, (1)

ãäå kt — 1 — êàïèòàë (â ðàñ÷åòå íà åäèíèöó òðóäà) â íà÷àëå ïåðèîäà t; δ — íîðìà
àìîðòèçàöèè îñíîâíîãî êàïèòàëà; f(k) — ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ (â ðàñ÷åòå
íà åäèíèöó òðóäà); s — íîðìà ñáåðåæåíèÿ (è, ñëåäîâàòåëüíî, s f(kt — 1) â ôîðìó-
ëå (1) — èíâåñòèöèè â ðàñ÷åòå íà åäèíèöó òðóäà â ïåðèîäå t).

Â ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

f(0) = 0, f ¢(k) > 0, f″(k) < 0, (2)

lim ( )
k

f k
→

′ = +∞
0

, lim ( )
k

f k
→ +∞

′ = 0. (3)

Óñëîâèÿ (3) íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè Èíàäà (Inada conditions).
Îòìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ Êîááà-Äóãëàñà âèäà f(k) = kα, ãäå

α ∈ (0, 1), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2), (3).
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ìîäåëè Ñîëîó ñîñòîèò â òîì, ÷òî â äîëãîñðî÷íîì ïåðèîäå

(ïðè t → ∞) ýêîíîìèêà âõîäèò â òàê íàçûâàåìîå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå
õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî óðîâåíü êàïèòàëà kt ñòðåìèòñÿ ïðè t → ∞ ê íåêîòîðîìó
ïîñòîÿííîìó ÷èñëó k*, ò.å.

k kt
t → ∞ →   *, (4)

ãäå k* — ñòàöèîíàðíûé óðîâåíü îñíîâíîãî êàïèòàëà.
Çàìåòèì, ÷òî â êëàññè÷åñêîì (äåòåðìèíèðîâàííîì) âàðèàíòå ìîäåëè Ñîëîó

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íîðìû àìîðòèçàöèè è ñáåðåæåíèÿ, à òàêæå ïðîèçâîäñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ íåñëó÷àéíû (ò.å. â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èçâåñòíû òî÷íûå çíà÷å-
íèÿ íîðì àìîðòèçàöèè è ñáåðåæåíèÿ, à òàêæå ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ â áóäó-
ùåì), ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, äîñòàòî÷íî ñèëüíî óïðîùàåò äåéñòâèòåëüíîñòü.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèé âàðèàíò ìîäåëè Ñîëîó, îñ-
íîâíîå óðàâíåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

kt = kt — 1 — δt kt — 1 + st γt f(kt — 1), t ≥ 1. (5)

Óðàâíåíèå (5) îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ (1) òåì, ÷òî íîðìû àìîðòèçàöèè è ñáå-
ðåæåíèÿ δt è st — ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, çàâèñÿùèå îò ïåðèîäà t. Êðîìå òîãî, âîç-
ìîæíû òàêæå ñëó÷àéíûå îòêëîíåíèÿ âûïóñêà îò ñâîåãî îæèäàåìîãî çíà÷åíèÿ
(ðàâíîãî f(kt — 1) â ïåðèîäå t). Ýòè ñëó÷àéíûå îòêëîíåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíîé γt, çàâèñÿùåé îò ïåðèîäà t. Íàïðèìåð, åñëè γt = 1,05, òî îòêëîíå-
íèå âûïóñêà îò îæèäàåìîãî çíà÷åíèÿ ñîñòàâëÿåò 5 %.

Ýðíåñò Ìàâðèöèåâè÷ ÀÊÑÅÍÜ, êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîêòîðàíò êàôåä-
ðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ýêîíîìè÷åñêîé êèáåðíåòèêè ÁÃÝÓ.



Â ñòàòüå ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè (5) íà ïðåä-
ìåò ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êàïèòàëà â äîëãîñðî÷íîì ïåðèîäå.

Îïèñàííàÿ íèæå ìåòîäèêà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî
êëàññà äèñêðåòíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé ýêîíîìèêè.

2. Ñóùåñòâîâàíèå ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Çàïèøåì óðàâíåíèå (5)
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

kt = (1 — δt) kt — 1 + st γt f(kt — 1), t ≥ 1. (6)

Èññëåäóåì ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû kt ïðè t → ∞.
Ïóñòü ξ = (δ, s, γ) — âåêòîð (íåñëó÷àéíûõ) ÷èñåë. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ϕ(k, ξ)

ïî ôîðìóëå

ϕ(k, ξ) = (1 — δt) k + s γ f(k). (7)

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(k) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2), (3). Òî-
ãäà äëÿ ëþáîãî (íåñëó÷àéíîãî) âåêòîðà ξ = (δ, s, γ), òàêîãî, ÷òî δ ∈ (0, 1), s ∈ (0,1)
è γ ∈ (0, +∞), ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ïîëîæèòåëüíîå ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå
k* = k*(ξ), ò.å. çíà÷åíèå, äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

k* = ϕ(k*, ξ). (8)
Ïðè ýòîì

ϕ(k, ξ) ∈ (k, k*) ∀ k ∈ (0, k*), (9)

ϕ(k, ξ) ∈ (k*, k) ∀ k ∈ (k*, +∞). (10)

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ôîðìóëû (7) ðàâåíñòâî (8) ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

δk* = s γ f(k*). (11)

Ïðèìåð 1. Ïóñòü f(k) = kα, α ∈ (0, 1). Òîãäà ðàâåíñòâî (11) ïðèìåò âèä

δk = s γ kα. (12)
Îòñþäà ïîëó÷èì

k* = (s γ / δ)1 — α. (13)

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü

δ ∈ [δmin, δmax] ⊂ (0, 1), (14)
s ∈ [smin, smax] ⊂ (0, 1), (15)

γ ∈ [γmin, γmax] ⊂ (0, +∞), (16)

Òîãäà k* ∈ [kmin
∗ , kmax

∗ ], ãäå

kmin
∗ = k*(δmax, smin, γmin); (17)

kmax
∗ = k*(δmin, smax, γmax). (18)

Ïðè ýòîì kmin
∗ > 0.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü f(k) = kα, α ∈ (0, 1). Òîãäà èç (13) ñëåäóåò, ÷òî kmin
∗ =

= (smin γmin / δmax)1 — α, kmax
∗ = (smax γmax / δmin)1 — α.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ξt = (δt, st, γt), ξ τ
t = (ξτ, …, ξt).

Îïðåäåëèì ôóíêöèè:

ϕ1(k, ξ1) = ϕ(k, ξ1), (19)

ãäå ϕ(k, ξ1) çàäàíî â ñîîòâåòñòâèè c ôîðìóëîé (7),
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ϕ2(k, ξ 1
2) = ϕ(ϕ1(k, ξ1), ξ2) (20)

è äàëåå ïî èíäóêöèè

ϕt(k, ξ 1
t ) = ϕ(ϕt — 1(k, ξ 1

1t − ), ξt). (21)

Èç (21) ñëåäóåò, ÷òî

ϕt(k, ξ 1
t ) = ϕt — τ(ϕτ(k, ξ τ

1 ), ξ τ +1
t ) (22)

ïðè ëþáîì τ ∈ {1, 2, …, t — 1}.
Â ÷àñòíîñòè,

ϕt(k, ξ 1
t ) = ϕt — 1(ϕ(k, ξ1), ξ 2

t ). (23)

Èç ôîðìóëû (6) ñëåäóåò, ÷òî

kt = ϕt(k0, ξ 1
t ). (24)

Îïðåäåëèì $kt
l c ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ôîðìóëû:

$kt
l= ϕt(k0, ξ − + +t l

l
1). (25)

∀ t ∈ {1, 2, …}, ∀ l ∈ {0, 1, 2, …}.
Íàïîìíèì, ÷òî ïàðàìåòðû δt, st, γt ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè Ñîëîó — ñëó÷àé-

íûå âåëè÷èíû, ïðè÷åì îíè îïðåäåëåíû ïðè t ≥ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ξ 1
∞ = (ξ1, ξ2, …),

ãäå ξt = (δt, st, γt), — ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, êîòîðûé “íà÷èíàåòñÿ” ïðè t = 1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ξ 1

∞ = (ξ1, ξ2, …) — ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.
Òîãäà ïî òåîðåìå Êîëìîãîðîâà î ñîãëàñîâàííûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ [1, 424] ñó-
ùåñòâóåò ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ −∞

∞ = (…, —ξ2, —ξ1, ξ0, ξ1, ξ2, …),
êîòîðûé îïðåäåëåí äëÿ âñåõ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé t è ñîâïàäàåò ñ çàäàííûì
ïðîöåññîì ξ 1

∞ = (ξ1, ξ2, …) ïðè t ≥ 1.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü ξ 1
∞ = (ξ1, ξ2, …) — ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.

Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû $kt
l , îïðåäåëåííîé ôîðìóëîé (25), íå

çàâèñèò îò l.
Óòâåðæäåíèå 3 ñëåäóåò èç ñòàöèîíàðíîñòè ïðîöåññà ξ −∞

∞ = (…, —ξ2, —ξ1, ξ0,

ξ1, ξ2, …).
Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü ξ 1

∞ = (ξ1, ξ2, …) — ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.

Òîãäà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí $kt
l è kt ñîâïàäàþò.

Óòâåðæäåíèå 4 ñëåäóåò èç ñòàöèîíàðíîñòè ïðîöåññà ξ −∞
∞ = (…, —ξ2, —ξ1, ξ0,

ξ1, ξ2, …) è ôîðìóë (24), (25).
Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü f(k) = kα, ãäå α ∈ (0, 1). Ïóñòü ∀ t ∈ {…, —1, 0, 1, …}

äëÿ (íåñëó÷àéíûõ) ÷èñåë δt, st è γt èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

δt ∈ [δmin, δmax] ⊂ (0, 1), (26)
st ∈ [smin, smax] ⊂ (0, 1), (27)

γt ∈ [γmin, γmax] ⊂ (0, +∞), (28)

Òîãäà ïðè ëþáîì k0 > 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü $kt
l , çàäàííàÿ ôîðìóëîé (25), ñõî-

äèòñÿ ïðè t → ∞. Ïðè ýòîì ïðåäåë $ lim $k kl

t
t
l=

→ ∞
íå çàâèñèò îò k0 è ïðèíàäëåæèò èí-

òåðâàëó [kmin
∗ , kmax

∗ ].
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Î÷åâèäíî, ÷òî ïðåäåë $ lim $k kl

t
t
l=

→ ∞
çàâèñèò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ −∞

l =

= (…, ξ–1, ξ0, ξ1, …, ξl), ò.å. èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå:

$kt
l = ϕ∞(ξ −∞

l ), (29)

ãäå ϕ∞(·) — íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ.
Óòâåðæäåíèå 6. Ïóñòü ξ 1

∞ = (ξ1, ξ2, …) — ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.
Òîãäà â óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ 5, â êîòîðîì ñîîòíîøåíèÿ (26)—(28) ñëåäóåò ïî-
íèìàòü âûïîëíÿþùèìèñÿ ïî÷òè íàâåðíîå, ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû $kl

íå çàâèñèò îò k0 > 0 è l.
Óòâåðæäåíèå 6 ñëåäóåò èç ñòàöèîíàðíîñòè ïðîöåññà ξ −∞

∞ = (…, —ξ2, —ξ1, ξ0,

ξ1, ξ2, …) è ôîðìóëû (29).
Óòâåðæäåíèå 7. Ïóñòü ξ 1

∞ = (ξ1, ξ2, …) — ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.
Òîãäà â óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ 5, â êîòîðîì ñîîòíîøåíèÿ (26)—(28) ñëåäóåò ïî-
íèìàòü âûïîëíÿþùèìèñÿ ïî÷òè íàâåðíîå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí kt ñõîäèòñÿ ïðè t → ∞ ê $kl ïî ðàñïðåäåëåíèþ.

>Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 5 èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü $kt
l → $kl ïðè t → ∞ ïî÷òè íàâåð-

íîå. Ñëåäîâàòåëüíî, $kt
l → $kl ïðè t → ∞ ïî ðàñïðåäåëåíèþ. Ïîñêîëüêó, â ñèëó óòâåð-

æäåíèÿ 4 ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí $kt
l è kt ñîâïàäàþò, kt → $kl ïðè t → ∞ ê

$kl ïî ðàñïðåäåëåíèþ.<

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí kt ñõîäÿòñÿ ê íåêî-
òîðîìó ñòàöèîíàðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïðè t → ∞, ïðè÷åì (â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 6)
ýòî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ êàïèòàëà k0.
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