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Äëÿ îöåíêè ïîâåäåíèÿ òðèêîòàæíûõ èçäåëèé â ïðîöåññå ýêñïëóàòàöèè, à
òàêæå ïðè ïðîåêòèðîâàíèè òðèêîòàæíûõ ïîëîòåí èç íîâûõ âèäîâ ñûðüÿ âàæíî
ïðîãíîçèðîâàòü âçàèìîñâÿçü íàãðóçîê è äåôîðìàöèé ïðè èõ ðàñòÿæåíèè. Â
òåêñòèëüíîì ìàòåðèàëîâåäåíèè ðàñïðîñòðàíåíî èçó÷åíèå äåôîðìàöèîííî-ïðî÷-
íîñòíûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ êàê âÿçêîóïðóãîãî òåëà ñ èñïîëüçîâàíèåì åãî ìå-
õàíè÷åñêèõ ìîäåëåé. Îñîáåííî øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ýòè ìîäåëè äëÿ èçó÷åíèÿ
ñâîéñòâ íèòåé è âîëîêîí. Ðÿä îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ ðàçðàáîòà-
ëè ìåõàíè÷åñêèå ìîäåëè òàêæå äëÿ îöåíêè äåôîðìàöèîííûõ ñâîéñòâ òðèêîòà-
æà [1—5]. Îäíàêî ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ýòèõ ìîäåëåé çàòðóäíåíî, ïî-
ñêîëüêó ïîëó÷àåìûå ïî íèì çàâèñèìîñòè íèêàê íå ñâÿçàíû ñ èñïîëüçóåìûìè
íà ïðàêòèêå ïàðàìåòðàìè ñòðóêòóðû òðèêîòàæà.

Èçâåñòíî, ÷òî òåîðåòè÷åñêèå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
èìåþò äîìèíèðóþùåå çíà÷åíèå, òàê êàê ïîçâîëÿþò ñâÿçàòü äåôîðìàöèè è íà-
ïðÿæåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè ïåòåëüíîé ñòðóêòóðû òðèêîòàæà. Ïî ýòîìó âîïðîñó
åñòü èíòåðåñíûå ðàçðàáîòêè îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ [2; 6—10].
Îäíàêî ïðåäëàãàåìûå èìè ìîäåëè íå íàøëè ïðèìåíåíèÿ íà ïðàêòèêå è ðåäêî
èñïîëüçóþòñÿ â òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ èç-çà ñëîæíîñòè è íèçêîé òî÷-
íîñòè ðàññ÷èòûâàåìûõ ïàðàìåòðîâ. Ïîýòîìó ïðîáëåìà òåîðåòè÷åñêîãî ïîëó÷å-
íèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ âçàèìîñâÿçè íàïðÿæåíèé (óñèëèé)
è äåôîðìàöèé òðèêîòàæà ñ ó÷åòîì ïàðàìåòðîâ åãî ïåòåëüíîé ñòðóêòóðû è
ñâîéñòâ íèòè áûëà â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè èçó÷åíà íàìè â äîêòîðñêîé äèññåð-
òàöèè [11] è Ñ.Ï. Ìîëèíîé â êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè [12].

Òðèêîòàæ, ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ åãî ñâîéñòâ òåî-
ðåòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñëîæíûì îáúåêòîì. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ
ôîðìà ïåòëè òðèêîòàæà íåîäíîçíà÷íà â ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèÿõ (ðàâíîâåñíîì è
íåðàâíîâåñíîì) è çàâèñèò îò òàêèõ ôàêòîðîâ, êàê âèä íèòè, óñëîâèé âûðàáîòêè
è îòäåëêè, äëèíû íèòè â ïåòëå è åå òîëùèíû, ÷òî âëèÿåò íà ñòåïåíü êðèâèçíû
íèòåé, íîðìàëüíîå äàâëåíèå â òî÷êàõ èõ êîíòàêòà è äðóãèå ïàðàìåòðû.

Â ðàâíîâåñíîì (íåäåôîðìèðóåìîì) ñîñòîÿíèè ïåòëÿ òðèêîòàæà íàõîäèòñÿ
ïîä âîçäåéñòâèåì ñèñòåìû âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà íåå ñî ñòîðîíû ñî-
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ñåäíèõ ïåòåëü, è âíóòðåííèõ ñèë, ïðîòèâîäåéñòâóþùèõ âíåøíèì. Ïðè ýòîì âå-
ëè÷èíû âíåøíèõ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì âíóòðåííèõ ñèë è íàïðàâëåíèÿ èõ äåé-
ñòâèÿ â ñâÿçè ñ âëèÿíèåì ìíîãèõ ôàêòîðîâ óñòàíîâèòü ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íî-
ñòüþ ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. Ïðè âîçäåéñòâèè íà òðèêîòàæ âíåøíèõ óñèëèé
óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ åãî ïåòåëüíîé ñòðóêòóðû èçìåíÿþòñÿ. Ïåòëè, èçìåíÿÿ
ñâîþ êîíôèãóðàöèþ è ïåðåìåùàÿñü îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà, îáðàçóþò íîâûå
êîíòàêòèðóþùèå ïîâåðõíîñòè, ïðè÷åì èçìåíÿþòñÿ âåëè÷èíû è íàïðàâëåíèÿ
äåéñòâèÿ âíåøíèõ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì âíóòðåííèõ ñèë.

Èç èçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòàðíîå çâåíî (ïåòëÿ) êàê â ñîñòîÿíèè
ïîêîÿ, òàê è ïðè ðàñòÿæåíèè òðèêîòàæà íàõîäèòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ñèñòåìû
âíåøíèõ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì âíóòðåííèõ ñèë, íåèçâåñòíûõ ïî âåëè÷èíàì è
íàïðàâëåíèÿì äåéñòâèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðî-
âàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïåòëè ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ çà-
äà÷ó, âîçìîæíî íåðàçðåøèìóþ ïðè èñïîëüçîâàíèè òðàäèöèîííûõ ìåòîäîâ.

Ïðåäëàãàåì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ýëåìåíòàðíîãî çâåíà (ïåòëè) òðèêîòà-
æà, ïîñòðîåííóþ íà îñíîâå ìåòîäîâ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä. Òðèêîòàæíîå
ïîëîòíî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ðåãóëÿðíàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòàðíûõ çâåíüåâ (ïå-
òåëü), ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ÿ÷åéêè-îòâåðñòèÿ, ñîåäèíåííûå ìåæäó ñîáîé.
Äëÿ ó÷åòà ïàðàìåòðîâ ïåòëè â ïðîåêòèðóåìîé ìîäåëè áûëè âçÿòû åå ãåîìåòðè-
÷åñêàÿ ìîäåëü è ìåòîäèêà ðàñ÷åòà ïî íåé, êîòîðûå òðàäèöèîííî ïðèìåíÿþòñÿ
ïðè óñòàíîâëåíèè ïàðàìåòðîâ ñòðóêòóðû òðèêîòàæà [13]. Äëèíà íèòè â ïåòëå,
ñîãëàñíî ýòîé ìåòîäèêå, ñêëàäûâàåòñÿ èç ïðîåêöèé íà ïëîñêîñòü êðèâîëèíåé-
íûõ îòðåçêîâ (èãîëüíîé è ïëàòèííûõ äóã), äàþùèõ â ñóììå îêðóæíîñòü, è
îäèíàêîâûõ ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ (ïåòåëüíûõ ïàëî÷åê). Ïðè ýòîì íàêëî-
íîì ïåòåëüíûõ ïàëî÷åê ïðåíåáðåãàåòñÿ. Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ ðàñ÷åòà äëèíû
íèòè â ïåòëå ôàêòè÷åñêè èñïîëüçóåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ïåòëè, èìåþ-
ùàÿ âèä îâàëà, íèæíÿÿ ïîëóîêðóæíîñòü êîòîðîãî ðàçäåëåíà íà äâå ðàâíûå
äóãè, ðàçâåäåííûå â ðàçíûå ñòîðîíû. Åñëè ïëàòèííûå äóãè ñîìêíóòü, òî ïî-
ëó÷èì îâàë ñ ïåðèìåòðîì, ðàâíûì äëèíå íèòè â ïåòëå (l), âûñîòîé (h) è øè-
ðèíîé (A), ðàâíûìè ñîîòâåòñòâóþùèì ïàðàìåòðàì ïåòëè. Ïðèíÿâ ãåîìåò-
ðè÷åñêóþ ìîäåëü ïåòëè â âèäå îâàëà, ìîæíî áóäåò ó÷åñòü ãåîìåòðè÷åñêèå
ïàðàìåòðû ïåòëè è ðàññ÷èòàòü èõ ïî èçâåñòíîé ìåòîäèêå.

Ïðèìåì, ÷òî ïåòëÿ, ïðåäñòàâëåí-
íàÿ íàìè â âèäå íèòÿíîãî îâàëà ñ
âíóòðåííèì (Ã) è âíåøíèì ( ¢ˆ ) êîí-
òóðàìè, íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì
ñîñðåäîòî÷åííûõ ñèë: âíóòðåí-
íèõ, ÿâëÿþùèõñÿ íîðìàëüíûìè
ðåàêöèÿìè çâåíüåâ ïðåäûäóùåãî è
ïîñëåäóþùåãî ïåòåëüíûõ ðÿäîâ
(Gi) è âíåøíèõ ñèë, ñîñðåäîòî÷åí-
íûõ ïî íàïðàâëåíèÿì äåôîðìèðîâà-
íèÿ Ðõ è Ðó (ðèñ. 1).

Îòìåòèì, ÷òî è ôîðìà îâàëà, è
äåéñòâóþùèå íà íåãî ñèëû çàðàíåå
íåèçâåñòíû; íåèçâåñòíû òàêæå òî÷-
êè ïðèëîæåíèÿ ýòèõ ñèë. Êðîìå òî-
ãî, ïðè ðàñòÿæåíèè òðèêîòàæà ñìå-
ùàþòñÿ òî÷êè êîíòàêòà ñîñåäíèõ
çâåíüåâ, à òàêæå òî÷êè ïðèëîæå-
íèÿ ñèë. Ðåøèòü òàêóþ çàäà÷ó
âåñüìà ñëîæíî. Ïîýòîìó ïåðåéäåì
îò äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ

â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå ïîëîòíà (âäîëü íèòè â ïåòëå-îâàëå) è ñèë íà îâàëå ê
íåïðåðûâíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Äëÿ ýòîãî íèòÿíîé îâàë ìîäåëèðóåì ìàòå-
ðèàëüíûì ñëîåì — ïëàñòèíêîé ñ îòâåðñòèåì òîé æå ìàññû, âíóòðåííèé êîíòóð
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Ðèñ. 1. ÌîäåºŁðîâàíŁå ïåòºŁ îâàºîì
æ æîæðåäîòî÷åííßìŁ íàªðóçŒàìŁ
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êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ âíóòðåííèì
êîíòóðîì îâàëà, à âíåøíèé — ñ
êîíòóðîì ïðÿìîóãîëüíèêà, îãðà-
íè÷èâàþùåãî ÿ÷åéêó (ðèñ. 2).
Äèñêðåòíóþ íàãðóçêó ìîäåëèðóåì
ýêâèâàëåíòíîé ðàñïðåäåëåííîé
êîíòóðíîé íàãðóçêîé ïîñòîÿí-
íîé èíòåíñèâíîñòè. Ïðè ýòîì
âíóòðåííèå ê îâàëó ñèëû (Gi)
ìîäåëèðóþòñÿ ðàñïðåäåëåííîé
íîðìàëüíîé íàãðóçêîé (q), äåé-
ñòâóþùåé íà êîíòóðå îòâåðñòèÿ
ïëàñòèíêè. Âíåøíèå ê îâàëó ñèëû
(Ðõ) è (Ðó) çàìåíÿþòñÿ ýêâèâàëåíò-
íûìè ðàñïðåäåëåííûìè íîðìàëü-
íûìè íàãðóçêàìè (Pxx

¥ ) è (Pyy
¥ ) íà

ñòîðîíàõ ïðÿìîóãîëüíèêà, ãäå õ,
ó — äåêàðòîâû îñè.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëà-
ãàòü, ÷òî íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå
íèòÿíîãî îâàëà îïðåäåëÿåòñÿ
íàïðÿæåíèÿìè â ïëàñòèíêå ñ
îâàëüíûì îòâåðñòèåì. Òåì ñàìûì ðàñ÷åò ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê íèòÿíîé
ïåòëè ñâîäèòñÿ ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å äëÿ ïëàñòèíêè ñ îòâåðñòèåì (ðàññìàòðèâàå-
ìîé êàê íåîãðàíè÷åííàÿ ïëîñêîñòü ñ îòâåðñòèåì) ïðè âîçäåéñòâèè íà íåå íîðìàëü-
íûõ êîíòóðíûõ è ïåðèôåðèéíûõ íàãðóçîê, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ìåòîäû ëè-
íåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè ïðè óñëîâèè ðàâíîïðî÷íîñòè êîíòóðà îòâåðñòèÿ.

Â ýòîé òåîðèè ïëîñêàÿ ñòàòè÷åñêàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèÿì ðàâíîâå-
ñèÿ, ñîîòíîøåíèÿì çàêîíà Ãóêà è ïðåäñòàâëåíèÿì äåôîðìàöèé ÷åðåç ãðàäèåíò
ïåðåìåùåíèé. Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ x1 = x, x2 = y(¶1 = ¶x1, ¶2 = ¶x2) ýòè
ñîîòíîøåíèÿ â îòñóòñòâèå îáúåìíûõ ñèë ïðè îáîáùåííîì ïëîñêîì íàïðÿæåí-
íîì ñîñòîÿíèè èìåþò ñëåäóþùèé âèä [14]:

¶b = Pab = 0, Pab = l0essdab + 2meab, 2eab = ¶aub + ¶bua,

l0 = 2lm/(l + 2m), (a, b, s = 1, 2),
(1)

ãäå ¶a,¶b — ñèìâîëû Êðîíåêåðà; l, m — êîýôôèöèåíòû óïðóãîñòè Ëàìå; êîì-
ïîíåíòû ïåðåìåùåíèé ua, äåôîðìàöèé eab è íàïðÿæåíèé Pab ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé ñðåäíèå ïî òîëùèíå ïëàñòèíêè âåëè÷èíû, ÿâëÿþùèåñÿ ôóíêöèÿìè äâóõ
êîîðäèíàò x1, x2:
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Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó (ïðè
ýòîì íàïðÿæåíèå P33 = 0, à äåôîðìàöèÿ e33 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äåôîðìàöèè
e11,e22 ïî ôîðìóëå e33 = -l(e11 + e22)e/(l + 2m).

Â ðàâíîïðî÷íîì êîíòóðå êîíöåíòðàöèÿ íàïðÿæåíèé âî âñåõ åãî òî÷êàõ
îäèíàêîâà è îí ïðè áîëåå âûñîêîì óðîâíå íàãðóçîê óòðà÷èâàåò ïðî÷íîñòü îä-
íîâðåìåííî âî âñåõ ñâîèõ òî÷êàõ. Â òàêîì ñëó÷àå ðàâíîïðî÷íîìó êîíòóðó îò-
âå÷àþò ñëåäóþùèå êðàåâûå óñëîâèÿ:
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Ðèñ. 2. ÌîäåºŁðîâàíŁå ïåòºŁ ïºàæòŁíŒîØ
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P Pxx11 = ¥ , P Pyy22 = ¥ , P12 0= íà ¥ (2)

p P q p P P q kn nn t nt tt= = = = = = = = - <const const íà ˆ,, , (0 0s s k < 1), (3)

ãäå pn, pt, Pnn, Pnt, Ptt — êîìïîíåíòû âåêòîðà è òåíçîðà íàïðÿæåíèé â åñòåñò-
âåííûõ îñÿõ êîíòóðà Ã (íîðìàëè n è êàñàòåëüíîé t) (ðèñ. 2). Çäåñü ïðèíÿòî,
÷òî íàïðÿæåíèå q ñîñòàâëÿåò çàäàííóþ ÷àñòü îò íàïðÿæåíèÿ s è èìååò ïðîòè-
âîïîëîæíûé ñ íèì çíàê. Â (1) — (3) âåëè÷èíû P P kxx yy

¥ ¥, , , ,l m çàäàþòñÿ, à íà-
ïðÿæåíèÿ q, s è ôîðìà êîíòóðà ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ. Èç ñîîòíîøåíèé (1)
ïëîñêîé çàäà÷è ñëåäóþò óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è óðàâíåíèå ñîâìåñòíîñòè â
íàïðÿæåíèÿõ ¶ ¶ ¶b ab a bP P P= + + = =0 0 1 211 22 11 22,( )( ) ,( , , ). Â êîìïëåêñíûõ
ïåðåìåííûõ z z x iy z z x iy z zz z

1 2= = + = = - = =, ( / , / ),¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ óðàâ-
íåíèÿ èìåþò âèä

¶ ¶ ¶z z zzP P P11 12 120 0+ = =, , (4)

ãäå Pab — êîìïëåêñíûå êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé. Ïîñëåäíèå ñâÿçàíû ñ äåêàðòîâû-
ìè êîìïîíåíòàìè ôîðìóëàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ P P z x z xab

st
a

s
b

t¶ ¶ ¶ ¶= ( / )( / ):

P P P P iP P P P Pxx yy xy xx yy
11 22 12 212= = - + = = +, .

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé (4) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷åðåç êîìïëåêñíûå ïîòåíöèà-
ëû Ô(z), Y(z) ïî ôîðìóëàì Êîëîñîâà [15]:

P P z z z11 22 2= = - ¢ +[ ( ) ( )],F Y P P z z12 21 2= = +[ ( ) ( )].F F (5)

Â áåñêîíå÷íîé îáëàñòè S — âíåøíîñòè îòâåðñòèÿ ïëàñòèíêè — íàïðÿæå-
íèÿ äîëæíû áûòü îäíîçíà÷íû è îãðàíè÷åíû. Ýòè óñëîâèÿ òðåáóþò, ÷òîáû ïî-
òåíöèàëû ïðåäñòàâëÿëèñü â âèäå

F( ) ,z A A zk
k

k

= + -

=

¥

å
1

Y( ) ,z B B zk
k

k

= + -

=

¥

å
1

(6)

ãäå ïîñòîÿííûå À è Â ìîæíî ñ÷èòàòü âåùåñòâåííûìè; îíè îïðåäåëÿþòñÿ ïåðè-
ôåðèéíûìè íàãðóçêàìè (2):

A P Pyy xx= +¥ ¥( ) / 4, B P Pyy xx= -¥ ¥( ) / 2. (7)

Êîíòóðíûå óñëîâèÿ (3) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ïîòåíöèà-
ëîâ è çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ êîíòóðà îòâåðñòèÿ. Ðàññìàòðèâàÿ åñòåñòâåííûå
îñè n, t êîíòóðà îòâåðñòèÿ êàê äåêàðòîâû îñè ¢ ¢x y, , ïîâåðíóòûå íà óãîë a îò-
íîñèòåëüíî îñåé x, y (ðèñ. 2), è ââîäÿ íàðÿäó ñ z z, êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû

¢ = ¢ + ¢z x iy , ¢ = ¢ - ¢z x iy , ïîëó÷èì

¢ = ¢ = ¢ = ¢ =-z z z e z z z ei i1 1 2 2a a, .

Ñëåäîâàòåëüíî, êîìïëåêñíûå íàïðÿæåíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ
¢P ab è Pst ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ôîðìóëàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ
¢ = ¢ ¢P P z z z zab st

a s b t¶ ¶ ¶ ¶( / )( / ), èìåþùèìè âèä

P P P P P P iP P P ex x y y x x y y x y¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢+ = ¢ = - + = ¢ =12 12 11 112, -2ia íà Ã.

Óãîë a ìîæåò áûòü íàéäåí èç óðàâíåíèé êîíòóðà z z s z z s= =( ), ( ). Äåéñòâè-
òåëüíî, îðò êàñàòåëüíîé ê êîíòóðó âûðàæàåòñÿ ïî ôîðìóëå dz ds ei/ ( / )= +p a2 ,
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îòêóäà èñêîìûé óãîë íàõîäèòñÿ â âèäåe dz dzi- = -2 a / íà Ã. Èòàê, ñâÿçü åñòåñòâåí-
íûõ è êîìïëåêñíûõ êîìïîíåíòîâ íàïðÿæåíèé íà êîíòóðå îòâåðñòèÿ (ñ ó÷åòîì ñîâ-
ïàäåíèÿ îñåé ¢x = ï, ¢y = t) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

P P P P P iP
dz

dz
Pnn tt nn tt nt+ = - + = -12 112, íà Ã.

Íàêîíåö, ïîäñòàíîâêà â íèõ íàïðÿæåíèé (5) è ãðàíè÷íûõ âåëè÷èí (3) ïðè-
âîäèò ê êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ ïîòåíöèàëîâ è çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ êîíòóðà

2 2[ ( ) ( )] , [ ( ) ( )]F F F Yz z q
dz

dz
z z z q+ = + ¢ + = -s s íà Ã. (8)

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ îòîáðàçèì êîíôîðìíî âíåøíîñòü îòâåðñòèÿ ïëàñ-
òèíêè (S) íà âíåøíîñòü êðóãà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ( ¢S ) âñïîìîãàòåëüíîé ïëîñ-
êîñòè z (ñ ñîîòâåòñòâèåì áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê) ãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé

z W c W re W c zi
k

k

k

= = = -

=

¥

å( ) ( ), , ( )z z + z z = zq
0 0

0

ªäå . (9)

Òîãäà ïðåîáðàçîâàííûå ïîòåíöèàëû (6) ñòàíóò ôóíêöèÿìè ïåðåìåííîé z:

F Y( ) , ( )z z z z= + = +-

=

¥
-

=

¥

å åA a B bk
k

k
k

k

k1 1

, (10)

à íàïðÿæåíèÿ (5) ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëàì

P P P11 22
=

F
Y F F= -

¢

¢
+

é

ë
ê

ù

û
ú = +2 212w z

z

w z
z z z( )

( )

( )
( ), [ ( ) ( )]. (11)

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâàìè êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ îðòîãîíàëüíûå r è
q -ëèíèè ïëîñêîñòè x îñòàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè è â ïëîñêîñòè z; â òî÷êàõ êîíòóðà
Ã îñè ¢x è ¢y ñîâïàäàþò ñîîòâåòñòâåííî ñ íîðìàëüþ n è êàñàòåëüíîé t â îâàëüíîì
îòâåðñòèè. Ñëåäîâàòåëüíî, íà Ã áóäåì èìåòü ñîîòâåòñòâèÿ êîìïîíåíòîâ íàïðÿæå-
íèé â ïëîñêîñòÿõ z è z, ò.å. Prr = Pnn, Pr q = Pnt, Pqq = Ptt. Ñ ó÷åòîì ýòîãî, à òàêæå
ñâÿçè êîìïîíåíòîâ íàïðÿæåíèé ñ ïîòåíöèàëàìè â îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàòàõ
[16], ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïîòåíöèàëîâ [17]:

P P iP
W

W

W
nn tt nt- + = -

¢

¢

¢ + ¢ + ¢
2

2 2z z

z z

z z y z a z( )

( )

( ) ( ) ( ) (F F ) ( ) ( ) ( )

( )

¢ -
¢

é

ë
ê

ù

û
ú

W

W

z z j z

z

F
(12)

P Pnn tt+ = + + -2 2 2[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]F F F Fz z a z z íà L. (13)

Óñòàíîâèì ïîðÿäêè äëÿ ãîëîâîìîðôíîé ôóíêöèè (9) è äëÿ ïîòåíöèàëîâ
(10). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

W c cA cB( ) ( ), ( )z z + (z ), j(z) = z z y z z + 0(z )= + =- -0 00 1 1 ;
(14)¢ = ¢ + ¢ =- - -W c cA cB( ) ( ), ( )z + (z ), j (z) = z y z + 0(z )0 02 2 2 ;

¢ =
¢

¢
= + ¢ =

¢

¢
= +- -F Y( )

( )
( ), ( )

( )
(z

j (z)

z
z z

y (z)

z
z

W
A

W
B0 02 2).

Îãðàíè÷åííûé íà áåñêîíå÷íîñòè ïîòåíöèàë F(z) îïðåäåëÿåòñÿ èç âûðàæå-
íèÿ (13) ñ ó÷åòîì (7) è (10) è ðàâåí âåëè÷èíå
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F( ) ( )z = = +¥ ¥A P Pxx yy

1

4
. (15)

Âåëè÷èíà òàíãåíöèàëüíîé íàãðóçêè (s) îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå èç âûðàæåíèÿ
(13) ñ ó÷åòîì (3) è (15):

s = + -¥ ¥P P qxx yy . (16)

Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ïîòåíöèàëîâ (12) ñ ó÷åòîì (3), (15) è ðàâåíñòâà z z× = 1íà
êîíòóðå Ã ïðè r = 1 ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä (ïîñëå ïåðåõîäà ê ñîïðÿæåííûì âå-
ëè÷èíàì):

B W W* ¢ = ¢( ) ( ) ( )z z z z2 Y , (17)

ãäå B
q

* =
-s

2
.

Äëÿ ðåøåíèÿ (17) ïðèìåíèì ìåòîä ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðåäñòà-
âèì ýòó êðàåâóþ çàäà÷ó â âèäå ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ñïðàâåäëèâîãî
äëÿ âñåé ïëîñêîñòè z:

B W W* ¢ = ¢( / ) ( ) ( )1 z z z z2 Y . (18)

Íàõîäèì îòîáðàæàþùóþ ôóíêöèþ W(z) â âèäå ïîëèíîìà ïî íå÷åòíûì ñòåïå-
íÿì z ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè Ck (÷òî îòðàæàåò ñèììåòðèþ çàäà÷è)

W(z) = Cz + C1z
-1 + C3z

-3 +…+ C2n+1z
-(2n+1), .., Ck = Ck (k = -1, 1, .., 2n + 1).

Îïðåäåëèì ïîêàçàòåëü n èç óñëîâèÿ îäèíàêîâîñòè ïîðÿäêîâ ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòåé â (18), ñ ó÷åòîì ôîðìóë (14), ïðè z ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, â ñëå-
äóþùåì âèäå: 0(z

2n+2) = 0(z2). Ýòî ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî ïðè óñëîâèè 2n + 2 = 2,
ò.å. ïðè n = 0. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæàþùàÿ ôóíêöèÿ W(z) áóäåò ñîäåðæàòü
äâà âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðà C è C1 è èìååò âèä:

z W C
C

C= = =( ) ( )z z +
z

z +
z

1 1
, (19)

ãäå l
C

C
re= 1

; z = qi .

Îòäåëèâ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè â ôîðìóëå (19), ïîëó÷èì âûðà-
æåíèÿ: x C r l r y C r l r= + = -( / )cos ; ( / )sinq q, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî åäè-
íè÷íîé îêðóæíîñòè r = 1 ñîîòâåòñòâóåò ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè à è b, óðàâíåíèå
êîòîðîãî ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

x = a cos q; y = b sin q;

a = C (1 + l); b = C (1 - l); 0
2

< <
+

< ¥C
a b

; - < =
-

+
<1 1l

b a

b a
,

ãäå b, a — áîëüøàÿ è ìàëàÿ ïîëóîñè ýëëèïñà ñîîòâåòñòâåííî.
Ôóíêöèÿ Y(z) îïðåäåëÿåòñÿ èç âûðàæåíèÿ (18) ñ ó÷åòîì (19) è èìååò âèä:

Y( ) .z
s z

z
=

- -

-

q l

l2

1 2

2 (20)
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Ñ ó÷åòîì íàéäåííûõ ôîðìóë (15), (19), (20) äëÿ ôóíêöèé F(x), W(x) è
Y(x) èç âûðàæåíèé (12), (13) ïîëó÷àåì, ÷òî ôèçè÷åñêèå êîìïîíåíòû íàïðÿæå-
íèé è ïîâîðîòîâ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

P P iP
q l

l
rr r- + =

- -

-qq q
s z

z

z

z
2

2

2

1 2

2

( )
; (21)

P A B
l r l r

r lr l
rr

xy
= +

+ - +

- +
-*2

1 2 1

2 2

4 2 2

4 2 2

( )cos ( )

cos

[q

q

w¥ ]
;

2

2a
(22)

P A B
l r l r

r lr l

xy
qq

q

q

w
= -

+ - +

- +
-*2

1 2 1

2 2

4 2 2

4 2 2

( )cos ( )

cos

[ ¥ ]
.

2

2a
(23)

Èç âûðàæåíèÿ (21) ïðè x ® ¥, èñïîëüçóÿ óñëîâèå (2) è âûðàæåíèÿ äëÿ B* â
(17), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ íîðìàëüíîé êîíòóðíîé íàãðóçêè

q
P P P P

l
xx yy xx yy

=
+

-
-¥ ¥ ¥ ¥

2 2
. (24)

Âäîëü îñè àáñöèññ, ãäå q = 0, ïîëÿðíûé ðàäèóñ ñâÿçàí ñ àáñöèññîé Õ âûðà-
æåíèåì r x x c l c= ± -2 24 2/ . Êîìïîíåíòû ïîëÿ íàïðÿæåíèé (ïðè ñ = 1) èç
ôîðìóë (22, 23) áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

P A B
lx x x l l

x l x x
rr

xy
= - +

+ - - +

- - -

¥

*2
2

4 2 1

4

2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( )

(

w

a 4l)
;

(25)

P A B
lx x x l l

x l x x

xy
qq

w

a
= - -

+ - - +

- + -

¥

*2
2

4 2 1

4

2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( )

( 4l)
.

Âûðàæåíèÿ (25) äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ õ, èçìåíÿþùåãîñÿ â ïðåäåëàõ, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ èçìåíåíèÿì ïàðàìåòðîâ ïåòëè À è Â äî ìàêñèìàëüíûõ âåëè÷èí
(Àmax è Bmax), ó÷èòûâàþò:

1) ðàçìåðû ýëåìåíòàðíîãî çâåíà — ïàðàìåòðîì l, çàâèñÿùèì îò èçìåíåíèÿ
ïåòåëüíîãî øàãà À è âûñîòû ïåòëè h ïðè ðàçëè÷íûõ âèäàõ è íàïðàâëåíèÿõ äå-
ôîðìèðîâàíèÿ;

2) îðèåíòàöèþ ýëåìåíòàðíîãî çâåíà ïî îòíîøåíèþ ê ïëîñêîñòè ìàòåðèà-
ëà — ïàðàìåòðîì wxy

¥ ;
3) ñâîéñòâà óïðóãîñòè íèòè — ïàðàìåòðîì a = (1 —u2)/E, ãäå u —êîýôôè-

öèåíò Ïóàññîíà íèòè, u = eñæ/eð, eñæ = 100(dð — dó)/dð; Å — ìîäóëü æåñòêîñòè
íèòè ïðè ðàñòÿæåíèè (îïðåäåëÿåòñÿ ïî âûðàæåíèþ E = si/ei, i = 1, .., N;

4) ïëîòíîñòü âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé — ïàðàìåòðîì B q* = -1 2/ ( )s , ãäå
s è q — ñîîòâåòñòâåííî òàíãåíöèàëüíûå è íîðìàëüíûå êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé
â òî÷êàõ êîíòóðà ýëåìåíòàðíîãî çâåíà, îïðåäåëÿþòñÿ èç âûðàæåíèé (16) è (24);

5) âíåøíèå óñèëèÿ íà ýëåìåíòàðíîå çâåíî — ïàðàìåòðîì A P Pxx yy= +¥ ¥1 4/ ( ).
Ïîñêîëüêó ïðè ðàñòÿæåíèè ýëåìåíòàðíîãî çâåíà ïî äëèíå íàãðóçêàì Pyy

¥ ñîïðîòèâ-
ëÿþòñÿ äâå ïåòåëüíûå ïàëî÷êè, à ïðè ðàñòÿæåíèè ïî øèðèíå íàãðóçêàì Pxx

¥ — ïëà-
òèííàÿ äóãà, òî P Pyy

¥ = 2 ( )e , P Pxx
¥ = ( )e , ãäå Ð(e) — ôóíêöèÿ äåôîðìàöèè íèòè

ïðè ðàñòÿæåíèè.
Íàïðÿæåíèå (íàãðóçêà) íà êîíòóðå ýëåìåíòàðíîãî çâåíà îïðåäåëÿåòñÿ âåê-

òîðíûì ñóììèðîâàíèåì Ðrr è Ðqq äëÿ êàæäîãî ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèÿ õ.
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Ïîëó÷åííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè (25) â äàëüíåéøåì ìîãóò áûòü óñïåø-
íî èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîëó÷åíèÿ êðèâûõ ðàñòÿæåíèÿ òðèêîòàæíûõ ïîëîòåí.
Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî îïèñàòü îâàëàìè ýëåìåíòàðíûå çâåíüÿ (ïåòëè) â ñîîòâåò-
ñòâèè ñî ñòðóêòóðîé ïåðåïëåòåíèÿ è òåì ñàìûì ó÷åñòü èõ âçàèìíîå ðàñïîëîæå-
íèå ïî îòíîøåíèþ äðóã ê äðóãó â êàæäîì âèäå è ðàïïîðòå ïåðåïëåòåíèÿ.
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