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БЕЛОРУССКОЙ ЭКОНОМИКИ НА ОСНОВЕ 
БАЛАНСОВО-ОПТИМИЗАЦИОННОЙ МОДЕЛИ 

М.К. Кравцов, А.А. Антаневич' 

В статье представлена балансово-оптимизационная межотраслевая 1i:Одель для анализа и прогно­
зирования важнейших показателей белорусской эконо~ики, которая позволяет исключить коэt-Рфи­
циентьr прямых затрат из числа экзогеннь1х переменных. Эндогенными в модели также являются 

показатели конечной 11родукции, валоных добанленных стоиrv1остсй~ промежуточного потребления и 
про~1ежуточн·ых затрат по отраслям. Получен критерий, с помощью которого 11ожно определить 

совмсстпость системы линейных уравнений и неравенств, яадающих ограничения модели. Проведены 

вычислительные эксперименты на информации отчетных t~.Iежотраслсвых балансов Республики Бела­
русь за 200.1-- 2012 1т. 1 результаты которых свидетельствуют о прие!\-1лемой точности нрогвоза и 
возможности использования nредложсппой модели нри раэработке 11рогпоэов и програМ!\-1 социа.;1ьно­
экопомическоrо развития страны. 
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Наиболее распространенным инстру­
А1ентом макроJкономического анализа быJr 

и оста"тся мсжотрасленой баланс (МОБ) 
производства и распределения продую~ии, 

или анализ «затраты-выпуск» (термин, ко­

торый нрименястся на Западе). Как отме­

чал В. Леонтьев (1-eonticf, 1987. Р. 860), ана­
лиз 4Эатраты-вьшуск» представляет собой 

применение па практике классической те­

ории общей взаимозависимости, в которой 
экономика целого региона, страны или все­

го мира рассматривается как единая систе­

ма, а ее функционирование описывается и 

интсрнретируется в тер~шнах непосред­

ственно наблюдаемых основных структур­
ных взаимосвязей. В соответствии с этим 

утверждением, данный анализ базируется 

исключительно на использоваrrии вел.ичин, 

которые непосредственно наблюдаемы и 

могут бытъ измерены с применением обыч­
ных инструментов экономического иссле­

дования. 

М О I> 1юзнолил комплексно подойти к 
изучению обширных массивов статистичес­
кой информации, увязать в рамках единой 

\1одели l\1акроэконо1'<fичсский и отраслевой 

уровни анализа, понять объективную при­
роду анализа при выработке стратегичес­
ких ориентиров структурной верестройки 

экономию~, выявить не только прямые, не­

посредственно наблюдаемые, но и косвен­

ные (сопряженные) взаимосвязи, возника­

ющие в процессе изготовления продукции. 

Первоначальная схема баланса межот­

раслевых связей, сформулированная В. Ле­

онтьевым ( 1958), явилась базой д;1я мноrо­
чисJrепн1)1х l\toдeJ1eй, разрабатыuаюпJ,ихся в 
различных странах для целей экономичес­

кого анализа и прогнозирования. Развитие 

межотраслевого метода, модификация и 

расширение исходной схемы были обуслов­
лены нрежде всего такими обстоятельства­
ми, как необходимость учета специфичес­

ких особенностей и факторов экономичес-
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_________ llj>Ol'~~po_вaниe важнейших показателей белорусскоjt эко_~~:_-· 

кого развития той_ ил.и иной стран1:>Т, соно­

кунность приклал.tiых задач, решае::~.1т1тх с 

110\~ощью данного К..'тасса ::~.1одсле:й, а также 

статистическая база, И1\1еншаяся в распоря­

жении ~1сслсдоnате"1сi'1. 

Э ~..:оно::\11111:0- :\:fате.\1атич еск r1e \f одел и, 

разработанные на основе МОБ, приводят к 

сба,1анснрованност:и и увязке важнейших 

эконu11ических показателей, и поэто~1у они 

часто вктr1оча1отся н различные !\.1.акромодс­

.ш ,1ля щюведеюш как теоретических ис­

следований. так и прик.1адных расчетоu, свя­

занных с оценкой а.:1ьтсрпатив развития на­

циональной экономики. Известны (Апокин, 

2013) успешные попытки интегрировать 
большие ~1сжотрас.1('нь1е !\'fо,n:сли ряда наrtи­

она.:r:rьных эко:но~1ик н модель l\-111ровой эко-

1юмию1. Примером ;южет сиужить глобадь­

ная >юдель INFORUM, состоящая ю б<L'Iан­
сово-JКонометрических моделей 20 нацио­
нальных экшюмик с испо"°1ьзованнсм МОБ, 

12 из которых взаимосвязаны на основе мо­
дели внешней торI"овли (\Vang, 2000). 

Практика применения МОБ и сегодня 

показывает непреходящую его значимость 

д,1в rосудариuешю10 регулирования, стра­

тегического н.паtt11роnа1п-1я и прогноз.ирон3-

ния 11риоритетных направл.ен1--fЙ рааuития 

ЭKOIIOM!fКll. 

Краткий обзор основных подходов 
к моделированию межотраслевых 
связей нациоиальной экоиомики 

Б IIИЭИ .\\ин11стерства экономики 

Республики Беларусь (Кравцов, 2013) нро­
веден обзор lIОДХОДОВ к .\fOДCJIIIp013aIIИIO 
межотраслевых связей национальной эко­

номики и основных 1\10/1,еле-й, ПОС'ТрОСJПIЫХ 

на их основе. Неоютря на разнообразие 

вариантов моделеi't МОБ и исходных для 

них предположений, их обшей основой яв­

.1яется отражение межотраслевых и финан­

совых потоков мсжцу отраслями экономи­

ки со структурно-технологической точки 

зрения. Эти модели, ка!( правило, отлича­

ются одна от друrой теми илr 1шыми осо­

бенностями свое10 построении, которые 

связаны с принятыi'.-~и: в различных стра­

нах принципами классификации отраслей, 

способами отражсння непрофилирующей и 

юшортной продукции, используемыми це­

нами, порядко\r налогообложения и т. i(. 

Поэтому при~rенение известных моделей 

МОЕ к реалию1 экономи'fеской ситуации 

в Беларуси невоз~южно беэ их адаптации 

и учета ос_:обенностсй_, хорат<терных д.пя 11а­

пrей странь1. 

Можно выделить три основных под­

хода к моделирова;шю межотраслевых свя­

зей совремешrой экшнщики: балансово-эко­

нометрический, оптимизацнонно-межотрас­

левой, многокритериальный. 

Балаисово-эко11ометричесхий подход 

позволяет суu~естве1пто <~сl\.1яrчитъ•> жест1<11е 

ограначения 1 связа1п1ые с пропорttIIОНаJТЬ­

ной зависююстью ,,атрат товаров и услуг 

на производство прnдукцип от ее выпуска. 

В рамках этого подхода в Институте на­

роднохозяйст u ен но го п рrннозирования 
PAII (Суворов, Rалащова, 2009, 2010, 2011) 
и Институте кибернетики им. B.l'vl. l'луш­
кова ВАН Украины (Карпсrс 2008) разра­
ботаны балансово-эконометрические моде­
ли для прогнозирования межотраслевых 

связей экономик России и У кр<tины, нара­

метры в которых оцениваются с помощью 

:'\1етодоn мате~1атическо.11 статистики. Воз­

l\.Iожности и 11аправ"11е11ия использования 

балансово-эконометрического подхода в 
решающей мере определяются наличием 

статистической пнформащш. Недостаток 

статистических ;'\анных, которые характе­

ризуют динаыику отечественной экономи­

ки, препятствует использованию экономет­

ри ческого ~10де;шрования лля 11рогнозиро­

uания межотрас.1евых потоков продукции 

(Кравцов и др" 2011а). 

В рамках оптu,чu:ши,uоюю-.нежотрасле­

вого подхода были разработаны нелинейные 
ОТТТlf!\·1ИЗациuн11ые MOДeJilI с раЗЛ}IЧllЫJ\111 

критериями (квадратичным, энтропийным 

без модуля, иинимаксньш, суммы модулей 

опюсительных и абсолютных отклонений) 

для пропюзнрования коэффициентов пря­

мых затрат (КПЗ) (Mat11szewski et al" 1964; 
Крачковскнй, 2000; Кра1щ"в и др" 2004; Ве­
личко, 2011; Кравцов и i\p" 2014Ь) и одно­
критериалышя модель максимизации ВВП 

(Кравцов, Крукова, 2010), учитывающая 
уравнения МОБ, ограничения на факторы 

про~тзводства, объс:\-1Ы потребле11ия топл11в-

110-энергетических ресурсов (ТЭР), внешне­

торговое сальдо, структурные сдвиги в эко­

номике, темпы иэменения конечной нродук-
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ции отраслей и выбросы :шгря:шяющих ве· 

ществ в атмосферный воздух. 

Миогокритериш1ы1ый подход к модели· 

ронани10 эконо~1ики, как правило, исполь­

зуется в сочетании с другими, например с 

эконометрическим, а также с но.гr.ходом, ко­

торый основывается на применении моде· 

лей МОБ. Его использовали в Финляндии 

(Wallcnius et а!" 1978), Болгарии (Шапка­
рев, Димитрова, 1979), Южной Кореи (Cho, 
1999), Португалии (Oliveira, Antuenes, 2002; 
2004), России (Макаров и ,~р" 2002), Уl(ра­
ине (:Михалевич и др" 2001). В НИЭИ Ми­
нистерства экономики Республики Беларусь 
(Кравцов и др" 2002; Кравцов, Пашкевич, 
2004; Кравцов, Крукова, 2005) были разра­
ботаны двух-, трех- и четырсхкритериаль­

ные модели нахождения отраслевой струк­

туры белоруссl(ОЙ экономики. Критерии в 

двухкритериальной модели - максимюа­

ция ВВП и минимизация потребления 
ТЭР" а в трсхкритериальной - максимиза­

пия ВВП, минимизация потребления ТЭР 

и максимизация внешнеторгового салт,до. 

Четырехкритериальная модель, помимо трех 

назнанных, содvржит критерий l\1Иними:jа­

ции выбросов углекислого газа, образую­
щегося при сжигании топлива. 

Модельный инструментарий, разрабо­

танный с помощью оптимизационно-межот­

раслевого и многокритериального подходов, 

испольэуется в основном для целей эконо­

мического анализа. Его применение для 

прогнозирования экономики требует совер­

шенствования самого этого инструмента­

рия. Принципиальным направлением тако­

го совершенствования является описание 

в ра~1ках единой схемы МОБ производ­

ственно-технологического аспекта функци­

онирования экономики, макроэкономичес­

ких данных о межотраслевых и финансо­

вых потоках. Соединение в одной модели 

таких показателей обеснеч:ивает возмож­
ность отражения в ней объективно суще­

ствующей взаимозависимости динамики и 

структуры экономики в цешш и се отдель­

ных отраслевых агрегатов. 

Цель исследования - раэработать ме­

тодический инструментарий для анализа и 

прогнозирования важнейших 'шкро110ка;ш­

телей белорусской ;жономики на основе 
оптюшзационно-межотраслевого подхода. 

-------···---
Основные принципы построения 
балансово-оптими.1ационной 
межотраслевой модели и ее 
фор."ализованное описание 

При разработке любой модели ш1 пер­

вом этапе следует 011ре;1елиться с основ· 

ными принципами реализации предлагае­

мой концепции моделироuа11ия 1 которые 

были сформулированы нами на основе си­

стематизации достоинств и недостатков 

аналогичных моделей. В качестпе основных 

таких прин1(ипов построения балансово­

оптимизациuнной межотраслевой модели 

были определены сле,1ующие: 
• целостность описания производ­

ственно-технологического аспекта функци­

онирования экономики, а таl(же макроэко­

номических данных о материалыю-веще­

стпенных и финансовых потоках. Реализа­

ция данного принципа позволит повысить 

стенень согласованности прогнозируемых 

параметров развития отраслей экономики: 

• принцип минимума общей реорга­

низации отраслевой структуры производ­

ства. Он соответствует условиям краткос­

рочного прогноза, и его реализация будет 
проводиться с 11омощью 11ели11сйного кри­

терия; квадратичного или энтропийного с 

модулем. Квадратичный критерий представ­

ляет собой минимизацию суммы квадратов 

отклонений прогнозных значений матри­

цы КПЗ от соответствующих значений эле­

ментов базовой матрицы. Энтропийный с 

модуле.м критерий обеспе•шваст получение 
наименьшего (минимально возможного) 

значения суммы произведений прогнозных 

КПЗ на модули логарифмов частного, где 

в числителе стоит КПЗ прогнозного года, а 

в знаменателе - КПЗ базового года; 

• приющп учета открытости белорус­
ской экономики, реализующийся путе>~ 

включе1rия в модель показате;1сй экспорта 

и импорта, характеризующих внешние связи 

ЭKOHOl\.fИKI-I; 

• адекватность модели реальному 
объекту, отображающая все существенные с 

точки зрения поставленной цели характе­

ристики объекта моделирования и подтвер­
ждающая соответствие реальным да~шьщ 

• сбалансирован11ость, определяющая 
требование целостного представления эко­

но:\1ики страны 11 возможность модслиро· 
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вания с учсто~1 нсобхол.иr-.1ост11 сохранения 

основных воспроизводственных пропорций 

в кажд[>tЙ ~10:\.1ент uре.\1сни; 

• вариантность - способность .r~.tоде­

ди вырабатывать альтернативные стратегии 
при воз~южных из~1ененинх условий сре­

ды. В1,1нолнение на11ного требова1IIfЯ л-10-
жст быть обеспече110 за счет И31-fенсния 

знаqсний экзогенных нерб1енных; 

• практи•1еск::~я применимость - на.:111-

чие и достаточ11ость офипиальной статис­

тической базы л.J1я выхода на 11рактtР1сс­

к11е расчеты. 

Основны.'111 в ~юде;ш яnлrются огра­

ничения на ва.1овые въrпускн oтpac."1ci't. сум:­

\1арное значение на.r1овых добавле11ных сто­

имостей (БДС) отрас.1ей, внешнеторговое 

са.11,до, объе:-.1ы 11отребления ТЭР, оплату 

труда работников, инnест11JПIИ н основной 

капита.1, а также ограничения снизу и 

сверху для про~1ежуточного потребления 
(ПП) и про~1сжуточных затрат (ПЗ) 110 от­

рас1Ям, ограничения снизу на КПЗ. Эти 

ограничения з::~т1ись1ваются н виде линей­

ных уравнеrтий и неравенств. 

Разработанная модс-"Iь прогнозирова-
.... ,,, ~· 

иия разшпия отрас;1"и ослорусскои эконо-

мики представляет собой ба.1ш1сово-оптн­

:\JИЗа11ионну10 задачу. реше1-11-1е которой сво-· 

дится к определению д:ш пропюзно1·0 года 

матрицы А~ (а.) КПЗ, векторов ПJJ 
IJ fJJ(m 

р ~ (р 1 , р,, ... , Р.). ПЗ q ~ (q" ц" ... , q,), ко­
нечной про;1укции (I<II) у~ (у 1 , у2 , ••• , У.) 11 

J3ДС z ~ (z
1
, z,, ... , z,) отрасдс11, обеспечива­

юrцих l\IИH11l\1y~1 су!\11\-1ь1 ква,_71,ратов отклоне­

ний прог11оз11руе:\1ь1х :п1ачений_ Э~'lе.11.1ентов 

'1атрицы I<ПЗ от соответствующих значе­

ний элсl\Iснтов базовой ::\1атри11ъ1, т. е.: 

п п 

f(A)= L;2)aij-a~)2 ~min 
;:\ i""; 

при условиях 

Р; + Yi =х1 

п 

р, = L;a,x1 
j-,\ 

ViEN,, 

ViEN,, 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

V(i,j) Е N~, 

п 

L(g,-h;)y, -с_Н' 
io:J 

п 

L;r1z1 <; R, 
j=I 

п 

L;l1z1 <; !. , 
)"'1 

п 

L;k1z1 <;К, 
г=I 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

( 11) 

(12) 

( 13) 

где п - число отраслей (видов экономической 

деятельности). }{п ={1,2, ... ,п}; }.j~ =N,, x1Vn; 

А0 =(а~)". - матрица КПЗ в базово,1 

году; 

а, , (а~) - КПЗ, показывающий, сколько 

продукции отрасли i требуется для производ­

ства единицы продукции отрасли j и 

прогнозном (бюо1ю,1) году, доли; 

соответственно нижняя и 

верхняя границы ПП i-й отрасли в прогпозно,1 

году, млп руб. (р; 2 р,- 2 О); 

соответственно нижняя и 

верхняя границы для ПЗ j -й отрасли в 

прогнозном году, '1:ЛН руб. (q; ?_qi ?_О); 

х1 - ва..1овые выпуски i ~й отрасли в 

прогнозном году, млн руб. (х, 2 О); 

G - нижняя гранина для суммарного 

значения вдс отrаслей в прогнозном году, млн 

руб.; 

у, - КП i -й отрасли в проmозном году, 

млн руб.; 

zj - ВДС j-й отрасли в прогнозном году, 

M.lH руб.; 

нижняя граница д;1я КПЗ а,; в 

проrнозно'1: году (d,; 2 О); 
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Н - нижняя граница внешнеторгового 

сальдо в прогнозном году, млн руб.; 

R - верхняя граница объема потребления 

ТЭР в прогнозном году, млн руб.; 

L - верхняя граница оншrгы тру да 

работников в прогнозном году, млн руб.; 

К - верхняя граница объема инвестиций н 

основной капитал в прогнозном году, млн руб.; 

g1, h1 - соответственно коэффициенты 

экспорта и импорта, показывающие отношение 

объемов экспорта и импорта к объему КП i -й 

отрасли в прогнозном году, руб./руб.; 

коэффициент, показывающий 

отношение объема ТЭР к объему ВДС j -й 

отрасли в прогнозном году, руб./руб.; 

11 коэффициент, показывающий 

отношение оплаты тру да работников к объему 

ВДС -} -й отрас.1и в прогнозном году, руб./руб.; 

k1 кОJффициент, наказывающий 

отношение объема инвестиций в основной 

капитал к объему ВДС j -й отрасли в 

прогнозном году, руб./руб. 

Модель (1}--(13) рассматривается для 

безразмерных КПЗ, которые рассчитываются 

по стоимостным МОБ. 

Моде;ш (1}--(9) и (1}--(13) будем называть 

соответственно базовой 1 и расширенной версией 

балансово-оптимизационной 

модели. 

межотраслевой 

Величины pi , р/, q7, q;, зада1ощие 

нижние и верхние гравицы для переменных р1 , 

q1 , могут быть вычислены по следующим 

формулам: 

p;=(l-a;)p~, р,' =(l+a;)p~ 'ifiEN" 

qj=(1-/31)q;, ч;=(l+/31 )q; 'ifjENn, 
о 

где р1 - ПП i -й отрасли в базовом году, млн 

руб.; 

1 liазовая версия балансово-011тими:Jацио11ноii моде­
.'IИ n несколько ином виде была сформулироRана и доло­
жена 23 декабря 2014 г. на ХУ Международной научной 
конференции "'Проб.немы прогно:~иропп.ния и гnсуд<iрствен­

нон) рс1·у.н1р0Rания сониалъно-экономического разнития11-

(Кравцов, Антаневич, 2014.с). 

·~~~~--~~~~~~-

q~ - !13 j-й отрасли в базовом году, МJШ 

руб.; 

ai , А- соответственно темпы изменения 

значений ПП и ПЗ i -й отрасли, доли. 

В модели (! }-( 13) органично увязаны 

пока.:Jатели материально-ве1цественных и 

финавсовых потоков. Она позволит проводить 

сценарные прогнозы важнейших макроэконо­

мических показателей Республики Беларусь в 

зависимости от изменения значений экзо­

генных переменных, выступающих в качестве 

правых частей 01-раничсний. 

В модели (1)--(13) вместо критерия (1) 

также может быть рассмотрен любой из 

следующих критериев: 

(14) 

(15) 

п п 

J;(A) = L;L;a11x1 ---> miп. (16) 
f;.l j-o=l 

Представление критериев (14) и (15) 

требует, чтобы каждый элемент матриц 

и кпз был 

положительным. Поэтому в моделях (14), (2}­

(13) и (15), (2)--(13) матрица D=(dif)nм' 

задающая нижние границы для КПЗ а9 в 

прогнозном году1 выбирается положительной, а 

нулевые элементы матрицы 

заменяются на 6=10-1
• 

Критерий (!) будем называть 

квадратичным, критерий ( 14) - энтропийным 

без модуля, критерий (15) - энтропийным с 

модулем, а критерий (16) линейным 

критерием. Линейный критерий представдяет 

собой минимизацию суммарных промежуточ­

ных затрат в экономике. Заметим, что критерий 

(14) использовался (Величко, 2011; Кравцов и 

др., 2014Ь) в оптимизационной модели 

пропюзирования КПЗ. 
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Для 11рограммн011 рсалиаации онисан­

ной моде;ш бы.'1 выбран 11акет Matlab. Mo­
Je;iь с квадрат11чным критерие,1 реа,1изо­

вана с использованием функнии <1uadprog, 
с энтропийным (с мопу,1е'1 и без) критери­
ем - с 110,ющыо функции fшiпcon, а с ли­

нейным - с номощыо функции linprog. 
Функция чuadpro1' 11акста :\1atlab позво­

ляет найти >rиниму>r квадратичной функции 

нескольких переменных при заданных линей­

ных ограничениях типа равенств или нера­

венств, стартуя с задашюго 1шqа.,1ьного щш­

ближения. ЕЕ' обобщением на случай нели­
нейных функций яюяется функция fmiпcoп, 

которан позRо.тrяет най1и !\111н11~1уi\.1 11е;1иней­

ноl1 функции неснольких пере,1енных при 

за11анных ~1ИIН:~Йных н/илн: не~1инейвых ог­

рш1нчениях тиш1 равенств либо неравенств. 
стартуя с ;-заданного наL1ального приближе­

ния. Функния liпprog ншволяет найти ~ш­

нимум .1инейноii функщш нескольких пере­

менных при заданных линейных ограниче­

ниях пша равенств или неравенств, стартуя 

с :-за.данного нача)1ы1ого пр11ближе1пrя_ 

В качt:стве нача.аьного пр11ближения 
для переменных были выбраны соответству­

ющие значения базового ro11a. Конечные 
отклонения по значениям функций, нару­

шенищ1 условий ограничений и значени­

ям эндогенных переменных задава.1'1сь оди­

наковыми п равными 10·8. 

Качественные свойства бала11сово­
оптимизационной .'dежотраслевой 

моuели 

При решении практических задач важ­

ное "есто занимают результаты качествен­

ного исследования ~1оде;1и, позво.11яющие 

указать полезные в том или и110!\.1 от11оше-

1111и свойства совокупности решений. 

Как базовая, так и расширенная вер­
сия ба.1ш1сово-оптимизационной межотрас­
левой модели требуют выполнения ограни­
чений (2)-(9). Определим некоторые свой­
ства системы ли11ей11ых урав11сний и нера­

венств (2)-(9). 

Суммируя равенства (4) по i Е N., а 

равенства (5) по j Е N., получим: 
п п 

LP; = Lq!. (17) 
i=! j-1 

Су,1мируя равенства (2) по i Е N., а 

равенства (3) по j Е N, и, учитывая ( 1 7), 

приходи" к сба.1ансированности су"марных 

значений КП и ВДС отраслей, т. е. 

(18) 

Из равенств (2), (3) и неравенств (6), (7) 

1ю;1учасм следующие неравенства: 

xi - р/- ::; Yi ::; xi - р; Vi Е 1"/", 

- + < < - - 'т;j' )\._r Х 1 q1 _z1 _x1 q1 ')Elv," 

(19) 

(2()) 

задающие нижние и верхние границы для КП и 

ВДС 01раслей. 

В соответствии с соотнощеииями ( 4), (5), 

(9) 11 учитывая неотрицательность вадовых 

выпусков х, • вернь1 неравенства 

" п 

Р; ~LdijxJ Vie.1Vn, q1 ~ Ldifx1 Vj Е N •. 
i=1 i=I 

Также из (5) следует, что q1 =0, если х, =0, 

поэтому в да...1ьнейше:м будем предполагать, что 

выполняются следующие соотношения: 

п 

р; ~ LdifxJ Vi Е N., 
)~1 

п 

q; ~ LdifxJ VjeN., 
i=I 

(21) 

(22) 

(23) 

Совокушюсть(А,р,q,у,z) будем называть 

решением системы (2)--(9), если элементы 

матрицы А и ко>шоненты веь-торов 

р,q,у,zудовлетворяют этой системе. Если 

система (2)--(9) имеет хотя бы одво решение, то 

она называется совместной; если же данная 

систе:ма не имеет ни одного решения, то она 

называется несовместной. 
' Теорема 1. Система линейных уравнений 

и неравенств (2)-(9) совместна тогда и только 

тогда, когда выполняются следующие 

неравенства: 

(24) 

(25) 
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2)x1-q))C.G, (26) 
j-1 

п 

2)х, - р, ) с. G. (27) 
i-1 

ДокасJательство. Необходимость. Пусть 

система линейных уравнений и неравенств (2)­

(9) совместна. Тогда из соотношений (6), (7), 

( 17) вытекают условия (24) и (25). Выполнение 

условий (26) и (27) следует из равенств (2), (3), 
( 18) и неравенств (8), ( 19), (20). 

Достаточность. Пусть условия (24)-(27) 

выполняются. Докажем, что система (2)-(9) 

совместна. 

Вначале построим векторы 

р* =(р~ ,р;, ... ,р:) 
компонентами, удовлстворяюu~ими ус.Jовиям: 

pi- ~ р; ~ р1+ Vi Е N
11

, 

qj sq; sq; '<:ljeN", 

" " 
l:ч; sl:x1 -G. 
j-L j_.J 

Возможны два снучая: 

1J л п " 

1) LP;- s LЧ~ ; 2) LP.° > LЧ} . 
/.,-\ j;;] l"'l J-=1 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

в с;~учае 1) в с1шу (25) ВЫПО!ШЯЮТСЯ 

неравенства 

Учитывая эти неравенства, а также 

неравенство (26), нетрудно убедиться в том, . . 
что векторы р и q с компонентами 

" " 
есни LP; > LP;; 

.1-~1 k~J 

п " 
р; = р, '<:li Е N., если LP; = LP;; 

k~I keoJ 

q; =qj '<:ljEN, 

у до~егворяют условиям (28)-(31 ). 

В случае 2) в силу (24) выполняются 

неравенства 

" " п Lq} <l:p; sl:ч;. 
j=I j..-\ j=-1 

Отсюда, учитывая (27), заключаем, что 

• • 
векторы р и q с компонентами 

г: = р,- '<:li Е N, 

удовлетворяют требуемым условиям. 

Введем следующие обозначения: 

. . 
Yi =xi---p; '<:!ieN"; 

п 

Р; = р; -LdijxJ '\li ENn; 
)"-'\ 

" 
qj = ч; - l:dijxj Vj Е N"; 

i~oJ 

(32) 

(33) 

(34) 

(35) 

p/j1 ...,. N , •. N \N (36) a,=--v/En,VJE, 0, 
xiQ 

aij =О V(i,.i) е N, х N0 , если Q >О; 

'<f(i,j) Е N;, если Q =О; 

где N0 ={jEN.:x1 =0}, 

" " 
Q=l:p, =l:°if1· 

j-.-1 j=I 

(37) 

(38) 

(39) 

Равенство (39) вытекает из равенств (30), 
(34), (35). 

Теперь докажем, что совокупность 

где 

• • • • z = (z1 ,z2 , ••• ,zn), является 

решением системы (2)-(9) . 

Прежде всего заметим, что из 

соотношений (32), (33), (28) и (29) вытекают 

соответственно соотношения (2), (3), (6) и (7). 

Учитывая (34) ·(39) и (23), получаем 

следующие равенства: 
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J~I )"-1 

= р- + {-. d х = р• Vi Е N., если Q >О; 
' ~ /) j 1 

1~: 

" п z>>1 = I,d,xj = р: 'ifi Е N., если Q =О; 
)"l j'-1 

п l'i п p.q. п 

Ia:,Xj = I,ca;J + d, )xi = I-' -1 + I,d,x1 = 
1=\ i=] i-1 Q j-,J 

" 
=iji + L:d,xi =q; Vj Е N. \ N0 , ес;ти Q >О; 

i=1 

п '1 п 

Ia;xj = I (а"+ d, )х, = I,d,xj =О 
i"-1 i=l i=1 

ес.1и Q>O; 

" п 

~:;а,>1 = LdijxJ = q~ 'dj Е N,, если Q =О. 
i-1 i=l 

Итак, совокупность(А' ,р" ,q' ,у' ,z') удов­

летворяет условиям (4) и (5). 

Выполнение условия (8) следует из 

неравенства (31) и равенств (33)" 

R соответствии с соотношениями (21 ), 

(22), (34) и (35), имеем р1 г О 'di Е Nn, qj г О 

Vj Е N,. Откуда, учитывая (36), (37) и 

неотрицательность х1 \Jj Е Nn, получим, что 

а, ::>О. Поэтому в силу (38) справедливы 

неравенства а; гd,1 'd(i,j)eN:, т. е. неравен­

ства (9) также выпо,·шены. 

Таким образом, совокупность 

(А.,р.,q,,у.,z.)является решением системы 

(2}-(9). Теорема 1 доказана. 

Рассмотрим задачу, в которой требу­

ется найти миню1ум некоторой функции 

g(A, р, q, у, z) при условиях (2)-(9). Реше­
ние (А, р, q, у, z) системы (2)-(9) буде;~ 
называть ш1ан0>1 этой задачи, если функ­

uия g(A, р, q, у, z) оuределена в точке (А, р, 
q, у, z). План 3адачи, обращаюнщй в мини­
мум функцию g(A., р, ц, у, z), называется 

оптимаJ1ьнъ1r.1 ПJrаном или решение~J эада­

чи:. Задачу бу,._'(еi\1 назь1нат1J разреr1111i\1ой, 

если непуето множество оптимальных пла­

нов этой зад;ачи. 

Поско.•ьку каждая из функций (1) и (16), 
а также функций (14) и (15) при положи­
телъных элементах ,матриц D и А0 опреде-•е­

на н любой точке, то совместность системы 
(2)-(9) равнозначна разрешимости задач ( 1 )­
(9); (16), (2)-(9); (14), (2)-(9); (15), (2)-(9). 
Поэтому на основании теоремы 1 справед­
ливо следующее утвсрж,~ение, дающее кри­

терий разрешимости этих задач. 

Теорема 2. Для того чтобы каждая из 
задач (1)-(9) и (16), (2)-(9), а также задач 
(14), (2)-(9) и (15), (2)-(9) при положи­
те-•ьных :шементах \<атриц D и А0 была раз­
решима, необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялись условия (24)-(27). 

Использую теорему 2, можно сфор,1у­
лировать следующее утверж11ение. 

Теорема З. Для того чтобы каждая из 

задач (1)-(13) и (16), (2)-(13), а также за­
дач (14), (2)-(13) и (15), (2)-(13) при по­
ложительных элементах матриц D и А.0 была 
разрешю.~а, необходимо, чтобы выполнялись 

условия (24)-(27) и 

п 

Icg, -hJ(x1 - р;) г н, 

" I,r/xJ -q;)~R, 
)-'1 

!11 (х1 -qj)~L. 
J=i 

" l)/xj -q;)~K. 
):1 

Вычислителы1ые эксперименты 
по балансово-оптимизацион11ой 

межотраслевой модели на отчетной 
информации Республики Беларусь 

Информац!юшюй базой, на которой 
проводилась апробаuия балансово-оптимиза-
циоююй межотраслевой модели, являются 

отчетные МОБ Республики Беларусь :ia 
2003-2010 п" составленные в соответствии 
с Общесою:шым классификатором отраслей 

народного хшяйства (ОКОНХ) в разрезе 31 
отрасли, а за 2011-2012 Lт. - согласно мето­

дологии ОКЭД в разрезе 30 видов экономи­
ческой деятельности. Отчетные МОБ вклю-

Бслорустк11>i >К<>НШ1И'IОСКИЙ ЖУI"'"' :-i, 1•2015 117 



М.К КРАВЦОВ, А.А. АНТАl!ЕВИЧ 
-·--------··------· 
чают информш1ию о межотраслевых потоках 

продуктов, выпуске товаров и услуг, ВД С, 

расходах на КП, ПЗ в иенах покупателей, 

IlП, чистых 11aaorax на продукты на испоJТh­
зованные товары и услуги, о косвенно измс· 

ряемых услугах фишшсоuого посредничества. 

Эта информация была агрегирована в 
6 укрупненных отраслей: промышленность, 
сельское и лесное хозяйство, строи:тс.льствоt 

транспорт и связь, торговля и обществен· 

ное питание, прочие отрасли :<а период 

с 2003 по 2012 г. На основе этих данных 

онределеньr КПЗ (элементы матриuы 

Л ~(а.) ) и ПЗ отраслей в основных цс· 
IJ l!Xm 

нах ( q) по форму лам: 
) 

х 
аи:::: _J_ Vi Е N

11
, Vj Е 1V

11 
/ 1V0 , 

xj 

где x!J - величина м:ежотраслевого потока 

продукции из i -й в j -ю отрас.1ь, млн руб.; 

х1 - валовые выпуски j -й отрасли, млн 

руб.'; 

ij
1 

- ПЗ j -й отрасли в 11епах покупателей, 

млн руб.; 

Tj чистые налоги на продукты на 

использованные товары и услуги j -й отрасли, 

млн руб. 

Было также скорректировано ПП услуг 

финансового посредничества и страхования 

на величину, равную косвенно из~1еряе~1ым 

услугам финансового посредничества. 

Исследована возможность приведения 

отчетных МОБ Республики Беларусь за 
разные годы ретроспективного периода, 

представле11нь1х н тску1цих п.е.нах, к сопос­

тавимому виду и условиям перехода на 

ОКЭД (Кравцов 11 др., 2014а). В результате 

rrроведснноrо аналиэа l\fожно закл:ючитъ, 

что такое преобразование отчетной инфор· 

маиии в полной отраслевой номенклатуре 

н настоящее время крайне затруднительно, 

поскольку отсутствуют индексы цен для 

ряда 11одотрослей промышленности и ви­

дов услуг и нет однозначного соответствия 

между ОКОНХ и ОКЭД. Поэтому отчет-

1 Заметим, что для рассматрит:1.емой 6~оrраслевой но­

менкл:rнуры валовые выауски положительны. 

ная информ;щия по МОБ Республики Бе· 
ларусь, прс11ставленная в текущих основ­

ных ценах, приведена к сопоставимому виду 

в разрезе 6 укрупненных отраслей. 
В данном пункте прс11ставлены рсзулr,­

таты проведенных вычислительньLх :жспери· 

1\fснтон по балансоно-011тими:1ационной ме­

жотраслевой модели с различными критсри· 

ями (квадратичным, ;штронийным с модулем, 

линейным) на информа1щи отчетных МОБ 

Республики Беларусь за 2004-2012 гг. для 

6-отраслсrюй номенклатуры в текущих и со­

поставимых ценах. В качестве базовой ис· 

1юлшовалась "атрица КПЗ нредьщущего года. 

Расчеты проводились по базовой и 

расширенной версиям модели по тре" сце· 

нариям. В сценариях 1, 2 и 3 в качестве 
нижних (верхних) границ .~ля ПП и ПЗ 

отраслей в нрогнозном году были взяты их 
фактические зна«ения, уменьшенные (уве· 

личенные) на 5, 1 О и 15% соотнетственно. 
Нижняя 1vа11ица для суммарного значения 

ВДС отраслей в нропю:шо~! году онрсде· 

лсна как сумма их фактических значений. 

В качестве нижней границы для внешне· 

торгового сальдо, а также верхних границ 

для объема потребления ТЭР, оплаты тру· 
да работникон, объема инвестиций в OCHOll· 

ной канитал н прогнозном году были взя­
ты их фактические значения. В качестве 

нижних границ элементов матрицы КПЗ 

для прогнозного года брались наименьшие 

фактические значения соответствующих 

элементов матри11 КПЗ :ш 2003-2012 гг. 

По базовой и расширенной" версиям 

балансово-шпимизационной межотросле· 

вой модели с различными критериями 

(квадратичным, энтропийным с модулем, 

линсйньн1) по трем сценариям для 2004-
2012 гг. в 6-отраслевой номенклатуре были 
проведены расчеты и вычислены относи· 

тельные погре11111ости4 прогнозирования 

з По рuсширенной версии :модели р~счеты проводи­
.'lись с 2005 1·. 

4 ДJ~:я вычис11ення погрешности про11юза матрицы КПЗ 
испо;1ьзо1:1а.11ась следующая формула: 

~~~~~~~~~ 

о(А, А')= :t (а; - а,)' 1 :t (а;)' . 
i,J=I i.j-1 

где А ;:::;; ( а11 )пхп - матриuа KI 13 прогнозного года., рассчитанная 

по _мопели, а А'= (а;. )ll><n - факти,1ссхая матрица КПЗ 

прогнозного года. Относите:~ъные 1JО11Jешнос.ти ве1'-горов КП, 

DДС, ПП и ПЗ вычисJIХются ана:101·ично. 
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э.1сментоn матрицы КПЗ и nекторов ПП, 

ПЗ, КП. ВДС отрас1сй. На nсновс по.'!у­

ченных панных для названных показате­

лей бьIJIИ рассчитаны сред1н1с оши:бки их 

rтрогнозов, построенных с использова11.ие:rv1 

различных моделей (рис. 1-3). 

16 
14 
12 

'! i~/l1d- ~ -Jl-1 
кnз кп вдс пп пз кпз кn вдс пп пз кпз кп вдс пп пз 

Сценарий 1 Сценарий 2 Сuенарий 3 

1 О Квадратичный критеоий - -~ 

1 

[.] Энтропийнь1й с модуnем критерий 1 

11 линейкый кри:-rерий 
. . ---~ 

Рис. 1. (~редпие от11осительные погрепп-rости 
проt·ноэируеi\1ых показателей Р~спублики 

Беларусь за 2004-2012 гг. дJIЯ 6-отраслевой 
IIО.\1енк...1аrуры в тскупщх ценах, по.:~учснных 

по ба-завой вepc1rn ба.1ансоно-
011тимиэационной иодели с раэ.'1ИЧНЫ:.\iИ 

критериями 110 альтернативным сценариям, %. 

I!сп1оч11ик. Авторская разработка. 
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кпз кп вдс пп пз кпз кп вдс пп пз кпз кп вдс пп пз 

Сценарий 1 Сце"арий 2 Сценарий 3 

[ О Квадрати:ный кри;е~~й ·--·----

1 ~ :нтроnийный с модулем критерий 
~йный кр~тери~ 

Рис. 2. Срс~1пис отпос.итедъные погрешности 
прогнозируемых показателей Республики 

Беларусь за 2005-2012 гг. для 6-отраслевой 
номенюt<tтурь.r н теку1цих ценах, полученных 

по расп1ирсппой ве1ха:и балансово­

олти:ми:1ационной модели с разл:ич.ны,'\1И 

крнтерия:ми по альтернативным сценарияr.i, %. 

Источник. Авторская разработка. 
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Сценар~й 1 сценарий 2 Сценарий З 

D Квадратичный-крит;~-~----·1 
SSI Энтропийный с модулем критерий 
11 Л1.1нейный критерий ! 

Рис. 3. Средние относитсл1,ные погрешности: 
нроrноз1Iрус:мьLх по1<а:3С1Телей Республики 

Беларусь за 2004-2012 гг. для 6-mраслсвой 
1-~омен к..т:1атуры в сопuставимь1х иенах, полученных 

по базовой версни ба.т1ансово-онтимизационной 
мод.ели с раз..1ичным11 кр1-ттерия!\1И 

по а.:rnтернат11вньТh1 сuснария~1, %. 

11с.rпочиик. Авторская разработка. 

Относительные отклонения сум;rар­

ных значений ВД С Республики Беларусь 

за 2004-2012 гr. для 6-отраслевой номенк­

л:атуры, рассчитан11ь1е 110 базовоi:'r и расттrи­

ренной версии балансово-оптимизацпонной 

межотраслевой модели с квадратичньш, 

энтро1тиi'111ый с t\Joдyлe~r. .Jiинейным крите­

риями по сценарию 2, от их фактических 

:ша•1ений представлены на рис. 4-6. 
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Рис. 4. Относительные откл.онсния сум!\-1арных 
значений ВДС Республики Беларусь за 2004-

2012 гг. для 6-отрасдевой номенклатуры в теку-
1пих ценах, полученные ло ба:3овой версии балан-
сово-опт1rмизационн.ой модели с различны:\fИ 

критериями согласно спенарию 2, uт их сракти­
чсских анuчений, ~i. 

Источ11ик. Авторская разработка. 
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Рис. 5. Относительные отклонения суммарных 
значений ВДС Республики Беларусь за 2005-

2012 гr, для 6-отраслевой номенклатуры в теку-
1них ценах, полученные 110 расширенной версии 
ба..1ансоnо-01п·имизационной модели с различны-

ми к-ритсрия!>.-tИ согласно сценарию 2, от их 
фактических значений. %. 

Исmо'lник.. Авторская разработка. 
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Рис. 6. Относительные отк.Тiонения сум:r,.1арпых 
значений ВДС Республики Беларусь за 2004-

2012 rr. ддя 6-отрас.левой номенк.1атуры в сонос­
тави:мых ценах, пол:у11енныс по 6'1Зовой верс1п1 

балансо-во~оптимизационной модели с разJ1ичны-

ми критериями со1·ласно сценарию 2, от их 
фактических значений, %. 

Источник. Авторская раэработка. 

• • • 
Проанализировав средние относитель­

ные погрешности прогнозируемых показа­

телей по разнъпvf моделям, представ_,1еннь1с 

на рис, 1-З, а также относительные откло­

нения рассчитаннь1х по моделя!\.f су\\,.tмар­

ных значений ВД С отраслей от их факти-

ческих значений, приведенные на рис 4-
6, l\'IOЖHO заК}lЮЧИТЬ CЛejtyioщee: 

• базовая и расширенная версии бапан­
С<)во-опт11~1иза1tион11ой л-1ежотраслевой моде~ 

ли с квадратичны~~ и энтропийным по моду­

;110 критериями имеют большую i\Остоuер­
ность по сравнению с линейной моделью н 

текущих и соноставимых ценах (в текущих 

ценах), Что же касается модели с линсfшым 

критерием, то она достаточно сильно зани­

жает прогно:шые значения ПП и ПЗ и :шuы­

шает Kll и ВДС отраслей в бжювой версии 
J\.Iоделн; 

• по всем "'щелям и спснариям сред­
ние относительные погрешности пропюзи­

руемых ноказателей в текущих ценах не­

значителnно отлича1отся от IfX средних по­
грешностей в сопостави"ых ценах; 

• средние относительные погрешности 
прогнозируемых показателей в текущих це­

нах по расширенной версии балансово-оп­
тимизаuишшой межотраслевой модели "ень­

н1е, чем no баэовой версии этой 1\1одели; 
• по всем молелям средние относи­

тельные ногрешности прогнозируемых по­

казателей с расширением границ для изме-

11ения нереrv1еннь1х PL' р.1' ". Р11 ; q1, q2, ••• q" 
11оетс11енно растут. 

По результатам проведенных экспери­

ментов сделан вывод о том, что предложен­

ная бал:ансово-опт11ми~ационная межотрас­
левая модель в базовом и расширенном ва­

риантах (как с квадратичным, так и с энт­

ропийным по модулю критериями) дает 

приемлемую точность прогноза и может 

быть использована при разработке врогно­
:юв и программ социально-экономического 

развития страны, 
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