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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ И СТАБИЛИЗИРУЕМОСТИ ЛИНЕЙНЫХ 
ДИСКРЕТНЫХ НЕСТАЦИОНАРНЫХ УРАВНЕНИЙ ВОЛЬТЕРРЫ

Исследуются дискретные нестационарные линейные системы уравнений Вольтерры, 
особенностью которых является зависимость каждого последующего состояния от всей 
предыстории процесса. Описаны возможности применения таких систем для матема­
тического моделирования различных, в том числе и экономических, процессов. Решения 
систем уравнений Вольтерры представлены через матрицы Коши. Установлены необхо­
димые и достаточные условия устойчивости, асимптотической устойчивости, экспонен­
циальной устойчивости и стабилизируемости. Представленные условия выражены в виде 
определенных ограничений на нормы матриц Коши. Рассмотрены задачи устойчивости
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и стабилизации возмущенной системы и получены оценки на нормы матриц возмущений, 
при выполнении которых сохраняются асимптотическая устойчивость и возможность 
стабилизации решений. Предложена процедура построения матриц динамического регу­
лятора для задачи стабилизации.

Ключевые слова: математическое моделирование; дискретные нестационарные 
линейные системы уравнений Вольтерры; матрицы Коши; устойчивость; стабилизируе- 
мость; робастность; динамический регулятор; псевдообратная матрица.

Введение. Системы уравнений с дискретным временем достаточно широ­
ко используются при математическом моделировании в различных областях 
естествознания. Особенно популярны дискретные системы при описании эко­
номических процессов в условиях различных типов конкуренции. Первые ма­
тематические модели конкуренции, разработанные для биологических попу­
ляций, принадлежат, по-видимому, Вольтерре [1]. В системе экономических 
взаимоотношений, как и в системе взаимоотношений между популяциями 
в биоценозах, между производителями товаров и услуг существует конкурен­
ция [2—4]. Она носит разнообразный характер, по-разному влияет на эволю­
цию производств и систему перераспределения ресурсов [5—8]. Производители 
материальных ценностей ищут различные способы уменьшения внутренних 
потерь («внутренняя конкуренция») [9—12] и ослабления внешних факторов 
(«межвидовая конкуренция»), мешающих увеличению собственных матери­
альных ценностей. В экономической системе взаимоотношений производите­
ли в конечном итоге также ищут свою «экономическую нишу». Аналогичные 
процессы происходят и на международном рынке товаров и услуг. Здесь про­
исходит самоорганизация производителей внутри страны, приводящая к та­
кому перераспределению реализуемых ресурсов, при котором потребность 
в них на международном рынке постоянно растет, несмотря на конкуренцию 
между странами.

Наряду с моделями конкуренции Вольтерры были разработаны и иные ма­
тематические модели конкуренции в системе экономических взаимоотношений. 
В литературе известны варианты математических моделей ухода от конкуренции 
или, другими словами, ухода фирмы в другую экономическую нишу. Математиче­
ские модели конкуренции в экономике можно разрабатывать и на основе моделей, 
описывающих системы взаимоотношений биологических популяций (например, 
хищник—жертва, симбиоз). На конкуренцию в системе экономических взаимоотно­
шений может влиять выбор оптимальной стратегии предприятия, умение прини­
мать решения в условиях неполноты информации, рациональный ответ на внеш­
нее воздействие, переход от конкуренции к партнерству, уменьшение внутренних 
потерь за счет формирования «грамотного» персонала. Математические модели 
эволюционных изменений во взаимоотношениях между конкурирующими фир­
мами могут объяснить возможные механизмы «ухода» от конкуренции либо путем 
изменения внутренней структуры отдельных фирм, либо постепенным уходом ча­
сти фирм на новую «территорию». Наряду с этим возможно совместное существо­
вание нескольких фирм в условиях «жесткой» конкуренции, если она является 
«сезонной».

Учет большего числа факторов в математических моделях приведет и к уве­
личению искомых функций, для нахождения которых необходимы и соответ­
ствующие методы решения математических задач. Поэтому математическое
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исследование систем дискретных уравнений различного типа весьма актуально 
для адекватного математического моделирования в экономике. Это, во-первых, 
связано с повсеместным применением компьютерной техники в управлении раз­
личными процессами. Кроме того, дискретные системы являются достаточно удоб­
ным инструментом изучения многих процессов и систем на стадии их математи­
ческого моделирования.

Приведем два экономических примера, математическое моделирование кото­
рых приводит к дискретным системам [20].

Одной из актуальных задач является изучение процессов миграции населе­
ния в окрестности крупных городов. Такое исследование полезно при планирова­
нии на длительное время развития пригородных и других населенных пунктов. 
Пусть имеется m населенных пунктов и между ними происходит ми­
грация населения следующим образом: для любой пары городов (i, j )  (i Ф j )  в каж­
дый t-й день часть a ^ ( t)  жителей пункта H j. переезжает в пункт H t , а другая 
часть a j j ( t )  остается на месте. Обозначим через x ( t )  население H i  пункта в t-й 
день. Тогда население пункта H i  на следующий (t + 1) день составляет

X i ( t  + 1) = a a ( t ) x i ( t ) + a n  ( t ) x 2 ( t ) + — + a m  ( t ) Xm ( t ) , i  =  1, 2 , . . . ,  m.

Если ввести обозначения

x ( t )  =  ( X i( t) ,...,X m (t)) e Mm, A ( t )  = (av( t ) ) ,  i , j  = 1,...,m,

то получим линейную нестационарную дискретную систему уравнений

x (t + 1) = A (t)x(t), t  =  1,2,...,n,

где n — число дн^йі, в течение которых происходит миграция.
При планировании развития инфраструктуры населенных пунктов (служб 

сервиса, снабжения, транспортного сообщения и др.) необходимо исследовать по­
ведение x ( t )  при t —> -boo, т. е. устойчивость таких систем, а также провести необ­
ходимые мероприятия для стабилизации уровня численности населения рассма­
триваемых населенных пунктов.

Характерной особенностью дискретных систем уравнений с последействием яв­
ляется зависимость каждого ее состояния от всей (или части) предыстории процесса 
[14—15]. Среди таких систем уртвнтний особое место занимают уравнения Вольтер- 
ра, у которых еестояние в каждый момент времени зависит от всей предыстории 
процесса. С помощью систем уравнений Вольтерра моделируются различные про­
цессы ценообразования, производственные процессы с учетом: запаздывания поста­
вок ресурсов и с. д.

Рассмотрим пример из области производственных (технологических) процес­
сов. Пусть имеется циклический конвейер, по которому осуществляется транс­
портировка некоторых объектов Рсырье, изделия и т. it.). Предположим, что в дис­
кретные моменты времени j  = 0, 2, 2 , ... извлекается один объект с вероятностью 
Р(j ) ,Р(j ) >c, j - C Р(е) = Ро= 0с- Как только один объект извлечен, то конвейер по­
полняется новым объектом!. Предположим, что первый объект извлекли в момент
t1, второй объект — в момент t1 + 12 и т. д., в (к + 1)-й момент t1 +12 ------+ tk извлекли
k -й объект. Обозначим через x ( t+  1) среднее значение числа извлеченных из кон­
вейера объектов к моменту t + 1. Если первый раз ебъект извлекли в м ом ен ту ,
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то среднее значение количества извлеченных с конвейера объектов в оставшееся 
время j  + 1, j  + 2,...,t +1 согласно введенным обозначениям составляет x(t + 1 - j ) .  Тог­
да для переменной x(t) имеем уравнение:

t1  t 

x(t + 1) = S  (1 + x(t + 1 -  j ))Р( j ) = S  (1 + x(t -  j ))P( j  + 1)’ t > 0
J=0 j j

x(t + 1) = p( j  +1)x(t -  j ) + / (t), f  (t) = S  p( j  + 1).
j=0 j=0

Полученное уравнение является уравнением Вольтерры. Важность рассмо­
трения систем дискретных уравнений Вольтерры объясняется не только их са­
мостоятельной теоретической и прикладной значимостью, но и возможностями, 
которые открываются при изучении уравнений Вольтерры с непрерывным време­
нем на основе их аппроксимации дискретными уравнениями с последующим при­
менением предельного перехода при стремлении к нулю шага аппроксимации. 
Устойчивость дискретных уравнений Вольтерры в рамках второго метода Ля­
пунова детально исследовалась в работах В. Б. Колмановского и И. В. Гайшуна 
[16-17]. Однако отсутствие универсальных методов построения функций Ляпуно­
ва стимулирует исследования по разработке новых подходов и алгоритмов. В ис­
следованиях И. В. Гайшуна разработан метод изучения устойчивости линейных 
дискретных уравнений Вольтерры, который основан на специальных уравнениях 
сравнения [18-20]. Этот метод оказался эффективным и для других классов дина­
мических систем.

В данной работе развивается метод сравнения применительно к исследованию 
устойчивости, асимптотической устойчивости систем линейных нестационарных 
дискретных уравнений Вольтерры. Получены критерии устойчивости, асимптоти­
ческой устойчивости, а также достаточные условия стабилизируемости, которые 
позволяют определять матричные параметры регуляторов, являющихся операто­
рами Вольтерры в пространстве последовательностей. Обсуждается проблема ро­
бастной устойчивости и робастной стабилизируемости. Устойчивость и стабилизи- 
руемость понимаются в стандартном смысле: асимптотическая устойчивость как 
стремление решений задачи Коши к нулю, а стабилизируемость как возможность 
построения динамического регулятора, выход которого порождает управление, га­
рантирующее асимптотическую устойчивость решений замкнутой системы.

1. Представление решений. Рассмотрим систему линейных нестационар­
ных дискретных однородных уравнений Вольтерры:

x(t + 1) = £ A j (t)x(t -  j ) , ( t  = 0,1,...) , (1)
j= 0

в которой Aj (t) -  заданные (n x n) -вещественные матрицы; x(t) -  и-вектор- 
столбец решения в момент времени t. Обозначим через x(t) = x(t,v) решение 
системы (1) с начальным условием:

x(0) = v e Kn. (2)

Введем в рассмотрение (n x и)-матрицы F} (t) ( t  =  0 ,1 ,. ;  j  =  0 ,1 , . , t )  по
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рекуррентным соотношениям:

F j ( t )  =  A ( t  -  1 ) F j ( t  -  i  -  1) (t = 1,2, . . j  = 0,1,...,t) , 
i=0

F j ( j )  = E , F j ( i )  = 0 ( j  >  i )  ( i , j  = 0,1.... t). (3)

Здесь E  — единичная (n x п)-матрица. Матрицы F .( t) будем называть матрица­
ми Коши.

Из [21] следует, что решение x ( t )  = x ( t , v ) ( t  > 0)  задачи (1), (2) определяется 
по формуле Коши:

x ( t , v )  = F0( t ) v ,  t > 0. (4)

2. Устойчивость. Следуя [13; 20], приведем определения устойчивости, 
асимптотической устойчивости и экспоненциальной устойчивости системы (1).

Пусть | z | обозначает евклидову норму вектора z в пространстве К ” , а || G  || — 
согласованную с ней норму матрицы G, которая определяется следующим обра­
зом: Gil = ^ox|Gz|.

О пределен ие 1. Г оворят, что си стем а  (1) уст ойчива, если существует  
т а ка я  пост оянная величина  с > 0, чт о для лю бы х начальны х условий  х(0 ) = v е К” 
выполняется неравенство | x ( t , v )  | < с  | V |, (t > 0) .

Если же x(t, v) ^  0 при t  то сист ему (1) назы ваю т  асим пт от ически
уст ойчивой.

О пределен ие 2. Систему (1) называют экспоненциально устойчивой, если 
можно указать такие постоянные величины с и q (с  > 0, 0 < q < 1), при  кот оры х  

выполняет ся условие  |x(7,v)| < (t > 0), к а к и м  бы ни  было решение x ( t , v )
системы (1).

Ясно, что из экспоненциальной устойчивости следует асимптотическая устой­
чивость.

Пусть F j (t) — матрицы, вычисленные по формулам (3). Справедлива
Т еорем а 1. Система уравнений Вольтерры (1):
1) устойчива тогда и только тогда, когда существует такая положительная 

постоянная с, что ||F0(t)| < с для любых t > 0 ;
2) асимптотически устойчива, если и только если F0(t) ^  0 при t ^  +ж;
3) экспоненциально устойчива в том и только том случае, когда найдутся 

такие постоянные числа с и q ( с >  0, 0 < q < 1), чт о для норм ы  м а т р и ц ы  К о ш и  
верно неравенство 11F 0( t )  || < cq , ( t > 0).

Д оказательство. Так как в силу формулы (4) любое решение задачи (1), (2) 
имеет вид x ( t , v ) = F0(t )v , то утверждения 1) и 2) теоремы 1 очевидны.

Докажем условие 3). Достаточность следует из представления (4) и из оценки 
\\F0(t)\\ <  cqt . Необходимость: пусть система (1) экспоненциально устойчива, т. е. 
при некоторых с >  0 и 0 < q <  1 выполняются неравенства:

|x(t,v)| = |F0(t̂ v| < с|v \q t, t  >  0. (5)
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Определив матричную норму в момент времени t по правилу

\F a( t )| = /иа.г|,/̂ )й?)г;| и  взяв максимум с обеих частей неравенства (5), приходим

к оценке \F 0( t )|| < cqt , t > 0. Доказательство завершено.
Проверка приведенных в теореме 1 условий устойчивости для систем Вольтер- 

pa (1) на практике часто вызывает определенные трудности. Поэтому, следуя [20], 
приведем достаточные условия устойчивости и асимптотической устойчивости, 
выр аженные через параметр ы исходной системы (1).

Т еорем а 2. Пусть при каждом t  =  0,1,... нормы \A . ( t)  , j  =  0 ,1 ,..,t, ограничены
+0 II j II

некоторыми пастоянными L .,  р яд  S L j  сходится и его сумма равна L . Е сли  L  < 1,
4=0

то сист ема (1) уст ойчива  и |x(t,v)| < |v| (t > 0). Е сли  ж е  L  <  1, то сист ема (1)

асим пт от ически  уст ойчива.
Приведем ряд обозначений и пояснений, которые будут использованы при ре­

ализации метода сравнения для систем уравнений Вольтерра (1).
Пусть |G|+ обозначает матрицу, составленную из абсолютных величин элемен­

тов матрицы G. Через p ( G )  обозначим спектральный радиус матрицы G, т. е. 
число [24]: p (G ) = max ( Ц  X е спектру матрицы G). Здесь || -э т о  модуль комплекс­
ного числа Л . При условии p ( G )  <  1 для любой матричной нормы выполняется 
[24] неравенство p (G )  <|Ц и для матрицы E  — G существует обратная матрица 
( E  — G ) 1, а также G k —— О  при (  —) со. Здесь О — нулевая матрица.

Т еорем а 3. Пусть для матриц a (t) (j  =  0,1,..) существуют такие 
неотрицательные постоянные матрицы V, чтс в каждый момент времени t =j +о
= 0,1, ... выполняются матричные неравенства |Aj.(t)  < V j, и матричный ряд S V,

+ j =о
сходится, сумма которого равна матрице V. Тогда система уравнений Вольтерра

(1) устойчива, если для матрицы V ее спертральный р адиус p(V ) < 1.
Д ок азател ьство . Пусть справедливо неравенство р(У)< 1. Исходя из системы 

(1) получим следующие соотношения:

|x(1,v)|+ = |A0(0 V  <  V0 |v|+ < V\v\+ < VCE  + V  +  V2 + V3 + ■ • -)v|+ = V (E  — V ) — |v|+, 

\x (2 ,v )\+ = |A (1)x(1 , v )  + .41Л1̂ т̂ |+ < V  + V  )\v \+ = V (E  -с V)v|+ < V (E  — V /1 |v|+, 

\x (3 ,v)\ + = IA0 (2  ) x (  2 ,v )  + A (  2 )x (1 ,v )  + A 2 (2  >| + < (V ( V ,V  + V,)  + V V  +  V2 )|v| + <

< V(V0V + V  + V0 + E )\v \+ < V (E  + V  +  V2)\v \+ < V (E  — V ) |v|+ , . .  . 

Применяя метод математической индукции, получим:

\x ( t ,v )+ = |A0 ( t  — 1 ) x ( t  — 1, v ) + Aj ( t  — 1 ) x ( t  — 2 ,v )  +------+ A t—l ( t  — 1 )v\+ <

< ( V t + V t—1 + ■■■ + V 2 + V )\v \ <  V (E  — V )  |v|+.
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Поэтому для всех t > 0 |x(t,v)| + < V (E  — V )  1 |v| +. Обозначим норму матрицы 
V (E  — V ) 1 через C . Из вышеизложенного следует неравенство |x(t,v)| < C|v| 
( t  > 0), которое и доказывает теорему.

З ам ечание 1. При вы полн ении  условий  теорем ы  3 система (1) будет 
асимптотически устойчива. Действительно, пусть p ( V )  <  1. Определим действи­
тельные постоянные неотрицательные матрицы по правилу:

м 0 = V , ы , +1 = & № , - .  + V+1, ( t  =  0 ,1 . . ) .
i=0

Исходя из системы (1) и формулы (4), последовательно выпишем оценки:

\x (  1 ,v ) + =  |F0( 1 ) v \ + =  К  ( 0 М  + <  М 0 14 

\x ( 2 ,v )  + =  |F0( 2 ) v \ + = |A0( 1 ) x (  1 ,v) + A1(  1 ) v \ + < VM 0 H + V \v \ =  M 1 H , (6)

|x( 3,v|+ = |F0(  3 )v|+ = |A0 (2  ) x (  2 ,v )  + A l (  2 )x (1 ,v )  + A2 (2  )v|+ < M 2 |v|. 

Применяя метод математической индукции, получим:

|x(t +1, v )  =  |F0 ( t  +1  )v\ + = j A0 ( t  ) x ( t , v )  + A1( t  ) x ( t  — 1, v ) +------+ A ( t  )v\ + = M t |v|,

т. е. при любом v  е К ” для t =  0,1,... справедлива оценка решения:

\x ( t  +  1,v| + < M t \v\. (7)

Покажем, что матричная последовательность M t ^  0 при t ^  да. Для этого бу­
дем суммировать правые части выражений (6) и группировать матрицы при М .. 
В результате получим:

м0 + м  + -+ м ,  = (V  + V + -  + V ) + (V  + V + -  + V—, )М 0 + -  + VM t—г <

< V (E +М0 + М 1 + - + М,_1).

Полагая Yk = М 0 + М 1 +-----+ М к, приходим к рекуррентному неравенству:

¥к+1 < VYk + V , ¥0 = L  (к  =  0 ,1 ,..)

решение которого удовлетворяет неравенству:

М 0 + Mj + -  + М , = Y < V  + V2 + -  + V ' + V м  < V (E  — V ) 1 ( t =  0 ,1 ,.).
да

Следовательно, матричный ряд ^ M t сходится, а значит, общий член ряда
t=0

M t ^  0 при t ^  да. Поэтому в силу неравенств (7) система (1) асимптотически

устойчива. Теорема доказана.
3. Об оценке запаса устойчивости при аддитивных возмущениях.

Пусть матрицы системы (1) подвергаются аддитивным матричным возмущениям 
A ( t ) e  Кихи, для которых в каждый момент времени t  =  0,1,.. выполняются
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неравенства A (?)l < V. ( j  =  0 ,1 , . . . , t ) . Здесь V. — неотрицательные постоянные
' '+  + o  j

матрицы, и матричный ряд сходится. В этом случае возмущенная система
j=0

имеет вид:

x ( t  + 1) = £  ( A / t )  + A j ( t ) ) x ( t  — j )  ( t  =  ОД,...). (8)
j=0

Предположим, что для исходной системы (1) выполняются условия теоремы 3. 
Требуется найти положительное число 8, обладающее свойством: для матрицы

Q  e Кихи , абсолютная норма ||Q||0 = _j. которой меньше 8, матрица V  +  Q
\ i,j =1 у

сохраняет свойство устойчивости. Здесь число 8 играет роль запаса устойчивости 
матрицы V. Точная верхняя грань 80 таких чисел 8 будем называть запасом 
устойчивости матрицы V. Другими словами, необходимо количественно оценить 
робастность (или грубость системы), т. е. найти оценку величины норм возмущений 
системы, не нарушающих ее устойчивость [22; 23]. Далее оценим норму возму­
щений матриц устойчивой дискретной системы Вольтерра, не выводящих эту 
систему из класса устойчивых.

Оценим спектральный радиус матрицы V  +  Q возмущенной системы:
p ( V )  < p ( V  + Q )  <  j) V + Q \\<  j VI + ||Q|| < IVI + ||Q||0 = 1.

Отсюда имеем ||Q|| = 1 — ||V|| < 1 — p ( V )  = S0 и приходим к утверждению 
Теорем а 4. При выполнении условий теоремы 3, если ||Q|| <S0, где 

S0 =  1 — p ( V ) ,  то возмущенная система (8) устойчива.
Число 80 играет роль запаса устойчивости дискретной системы (1). 
Р ассм отри м  случай матрицы V  с различными характеристическими числами 

^,^2 , . . . ,А р, /л1±  in 1, /л2 ± in 2 ,...,/U q ± in q, i 2 = —1 ,p  + 2q = n, а соответствующие 
им собственные векторы (в комплексном пространстве) через

x1, x2 , .  , x p, y1 ±  iz1, у г ±  iz2 , .  , Уq ±  izq .

Положим ек =  xk (1 < к  < p ) ,  eр+2к—1 = У к (1 < к  < q ) ,  eр+2к = zt (1 < к  < q ) . Эти
векторы являются векторами из Kn . Пусть G (е1, . . . ,en)  — матрица Грама векторов 
el , e2,..., en, а х  — мера обусловленности этой матрицы, т. е. отношение модулей 
наибольшего и наименьшего собственных значений матрицы G.

Применяя результаты из [22; 23], приходим к утверждению 
Теорем а 5. При вы полнении  условий  теорем ы  3, если ||Q|| <S0, где 

So= (1—p (V ) )  4 Х ,  а X мера обусловленности матрицы Грама G, то для матрицы 
V  +  Q ее спектральный радиус меньше единицы.

З ам ечание 2. Для оценки спектрального радиуса матрицы V  можем также 
воспользоваться результатом из работы [22]. Если Т  множество всех обратимых 
( n х n ) -матриц, то имеет место равенство p ( V )  = m in m a x \T V T x \, причем минимум

T еТ ||x||=1 ' '
по T достигается при T = To, где To — матрица, столбцами которой являются векторы

e1>~2 n
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4. Стабилизация. Рассмотрим систему линейных нестационарных дискрет­
ных неоднородных уравнений Вольтерры с управлением:

x (t +1) = £ A j  (t)x (t — j )  + B (t)u (t) ( t  =  0 ,1 , . ) ,  x(0) = v , (9)
j=0

где A j(t) и B (t) заданные (n х n) и (n х m) — вещественные матрицы со­
ответственно; { x ( t ) , t  >  0} — неизвестная последовательность со значениями в К” , 
u ( t )  е Кm — управляющее воздействие в момент времени t. В качестве допустимых 
управлений будем выбирать функции, построенные по принципу обратной связи:

u(t) = ^ C j  (t) x (t — j ) ( t  =  0 ,1 , . ) ,  (10)
j=0

где матричные функции C j ( t ) e  Ктхп. Задача о стабилизации заключается 
в нахождении таких матриц Cj (t) , что нулевое решение x(t) = 0 системы

x (t +1) = £ (A j( t)  + B (t)C j( t)  x (t — j )  ( t  =  0 ,1 , . )  (11)
j= 0

асимптотически устойчиво. Воспользуемся предыдущей схемой исследования 
асимптотической устойчивости системы (1). Введем в рассмотрение (п х п) -матри­
цы P.(t) (t = 0 ,1 ,.;j  = 0 ,1,.,t ) по рекуррентным соотношениям:

P ( t )  =  £ ( A ( t  — 1) +  B ( t  — 1 ) C ( t  — 1 ) ) P ( t  — i  — 1) (t = 1 ,2 , . ;  j  = 0 ,1 ,.,t),
i=0

P . ( j )  = E , P j(  i )  =  0 ( j >  i) .

Т еорем а 6. Система (9) стабилизируема регулятором (10) тогда и только 
тогда, когда P0(t) ^  0 при t ^  +<х>.

Д ок азател ьство  следует из теоремы 1.
Теорема 6 имеет в основном теоретическое значение, так как нахождение 

искомых матриц C (t) исходя из критерия стабилизируемости, весьма 
проблематично. Поэтому сначала установим приемлемые для инженерной 
практики достаточные условия стабилизируемости и предложим численную 
процедуру построения искомых матриц C. ( t ) .

Т еорем а 7. С ист ема (9) ст абилизируем а регулят ором  (10), если для

некот оры х неот рицат ельны х чисел l . ,  удовлет воряю щ им условиям  l  =  £  i .  < 1 

существуют т акие  м а т р и ц ы  C .(t) , подчиняю щ иеся неравенст вам:

(A.(t) + B ( t)C j(t)|| < 1. ( j  =  0 ,1 ,. ,t). (12)

Д оказател ьство . Воспользуемся методом доказательства из [20]. Так как 
всякое решение x ( t , v )  замкнутой системы подчиняется тождеству (11), то

\\x(t + l,v)\\ < £ ||(A j( t )  + B ( t ) C j( t ) ) x ( t  — j , v ) \  < £ l .  \\x(t — j,v )\\. T13)
j=0 j=0 

Поэтому при условии выполнении неравенств (12), (13) последовательно, на­
чиная с t  =  0 ,1,.., можно показать, что любое решение замкнутой системы (11) 
удовлетворяет оценке ||x(t + X v )|| < Y,||v||, где Y0 = l0 и Yt = Yt—1l0 + Yt—2l1 + -  + Y0lt—1 + l t

+да

( t  = 0,1,.). Причем в случае выполнения l  = £ l .  < 1 числовой неотрицательный ряд
+да J =  0

£ j j  сходится (его сумма равна l(1  — l ) —), а это значит, что последовательность
j=0
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Yt —  О при t ^  +<х> [20]. Отсюда нулевое решение системы (11) асимптотически 
устойчиво. Таким образом, система (9) стабилизируемо регулятором (10). Теорема 
доказана. +

Ясно, что матрицы C . ( t) необхо димо выбирать так, чтобы сумма ряда l  =  £  l j  < 1
j=0

была минимальна, для чиссл і . должны выполнягп)ся неравенства (11) и они 
должны быть минимальны. Простейший способ численного решения заключается 
в минимизации функций Ф.(СДО = ||Aj(t) + B ( t)C j( t) j . Так как требование (12)

Г7 TOjnxnв теореме 7 не накладывает ограничения на норму в К , то для нахождения ма­
триц С. (н) перейдем к минимизации фувкции ФА (С . (t) = |A.(t)+ B(t)C. (t )|| , где
II II j Tbnxn т-)  ̂ "E|| • IE евклидова норма в К . В этом случае можем воспользоваться экстремальным 
свойством псевдообратной матрицы [22], а именно рассмотрим матричное уравнение 
A  + B X  = 0 (размерыматриц согласованы) относительно неизвестной матрицы X. 
Из [23] следует, что одно и только одно наилучшее приближенное решение этого 
уравнения удовлетворяет равенству (неоязке по методу наименьшив квадратов):

mn||A+BX\\E =|A - BB+a \e =\\(E -  BB+
где B+ -  псевдообратная матрицы B. Для вычиоления псевдообротной матри­

цы можем воспользоваться формулой B  + = D +Q+ = D  (D  )—1(Q Q) Q  , где D  и Q — 
компоненты скелетного разложения матрицы B  [25].

Учитывая все вышесказанное, приходим к выражению:

minФ .(С.(t) = minllA .(t) + B (t)C.(t)|| =1 |a.(t) — B(t)B+ (t)A .(t)|| .c(t) 1 1 C(t) II 1 w  jWllE I I jW : 'We

Отсюда получаем явное приближенное представление искомых матриц:

C j (t) = —B + (t) A j ( t), (14)
и, используя (H4), неравенства (02) переходвт в равенства:

||A .(t) + B (t)C j( t)||t = miax|Â .(t) -  B(t)B+ (t)A .( t)||t = l .  ( t  =  0 , 1 , . ;  j  =  0,1......Г>к.

Если требангсние l  =  ^ l ,  < 1 выполняется, то нистема (9) регулятором (10)
7=0

с искомыми матрицами (14) стабилизируема.
В частном случае, когда матрица B (t) полного строчного ранга, то матрица 

(E — B(4)B+(t) i0  и требования теоремы 7 вы полнены, а значит, система (9) 
замкнутая регулятором (10) с матрицами C . (t) = — B + (t)A. (t) стабилизируема, 
каковы бы ни были заданы матрицы A.  (t) .

Имеет место следующая формулировка аналога теоремы 7.
Теорем а 1. Система (9) стабилизируема регулятором (10), если для некоторых

О
неотрицательных матриц V, удовлет воряю щ им условиям  V  =  z v  и p(V)<  1

j=o
существуют такие матрицы C,(t), в каждый момент t  =  0,1,... подчиняющиеся
н е р а в е н с т в а м ..^ -B(?,C .(?,( < V  (( а0,1,2,...а).

Усчитывая вышеизложенные результаты, матрицы C j(t) необходимо выбирать 
так, чтобы норма ||Vj.|| была минимальна для каждого j  = 0,1,... и требование

Z Ц  < 1 выполнялось, что в силу неравенств p (V )  <||V||E < Z||Vj|| приводит к p(V ) <1.
1-0 j=0



90

Пример 1. Рассмотрим иллюстрацию процедуры стабилизации неустойчивой 
системы уравнений Вольтерры. Пусть п  = 2, m  = 1 и заданы следующие матрицы 
системы (7)

Легко проверить, что однородная часть (u(t) = 0) системы (9) асимптотиче­
ски неустойчива. Псевдообратная матрицы B (t)  (в данном примере -  это вектор- 
строка) имеет представление В+ (t) = (0, l/(( +1)) . Рассмотрим управление, иоторое 
задается правилом (10) с матрицами (в нашем примере вектор-строками):

регулятором (10) с матрицами (15). Поскольку l  = S l j  = S ( 0 -1 /+ 1 = 1/9 < 1

, то, в силу достаточных условий теоремы 2, управление (10) с матрицами (16)

стабилизирует систему (9).
Заключение. В данной работе для линейных дискретных нестационарных 

уравнений Вольтерры получены критерии устойчивости, асимптотической устой­
чивости, а также достаточные условия стабилизиртемости , которые позволяют 
определять матричные параметры регуляторов. Обсуждается проблема робастной 
устойчивости и робастной стабилизируемости. Устойчивость и стабилизируемость 
понимаются в стандартном смыиле: асимптотическая устойчивость как стремле­
ние решений задачи Коши к нулю, а стаТилизируемость как возможность постро­
ения динамического регулятора, выход которого порождает управление, гаранти­
рующее асимптотическую устойчивость решений.

Так как регулятор, осуществляющий стабилизацию уравнений! Вольтерры, 
не единственен, то это обстоятельство можно использовать для оптимизации 
некоторого функционала, заданного на решениях уравнений Вольтерры. Та­
ким образом, возникает задача оптимальной стабилисации, заключающая­
ся в стабилизации рассматриваемого уравнения и оптимизации выбранного 
функционала. Для решения такой задачи в стационарном случае можно 
воспользоваться методом функционалав Ляпрнова, модифицированного 
по схеме, предложенной Н. Н. Красовским для оптимальной стабилизации 
систем обыкновенных дифференциальных уравнений.
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CONCEPT OF SUSTAINABLE TOURISM DEVELOPMENT: 
A NEW APPROACH

The article discusses various approaches to sustainable tourism development. The author’s 
definition of sustainable development is proposed, based on two theories: spiral dynamics and 
synergetics (self-organization). In the author’s concept of sustainable development, a psychological 
factor is added to the three existing factors and the direction of sustainable development is 
determined.
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